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Einleitung. 



Die Arbeit, welche ich hier in unveränderter Form der Oeifentlichkeit 
übergebe, wurde im August 1874 der philosophischen Facultät der Universität 
Göttingen zur Bewerbung um den Preis d.er Beneke^chen Stiftung einge- 
sandt und wurde von der genannten Facultät durch Ertheilung des zweiten 
Preises geehrt. 

Es konnte nicht meine Absicht sein, durch diese Untersuchung eine 
vollständige und erschöpfende Theorie der Abekchen Functionen vom Ge- 
schlecht 3 zu liefern, ein Unternehmen, welches, selbst wenn ich längere 
Zeit darauf hätte verwenden können, meine Kräfte überstiegen haben würde. 
Ich habe mich vielmehr von vom herein auf ein abgegrenztes Gebiet be- 
schränkt, dessen Bedeutung mir für die Theorie fundamental erschien, und 
habe, um den Umfang der Arbeit nicht zu sehr anwachsen zu lassen, jede 
Abschweifung in andere Gebiete vermieden, in denen ich nur Unvoll- 
ständiges hätte bieten können. 

Es sei mir gestattet, zur Uebersicht einige Bemerkungen über den 
Inhalt und den eingeschlagenen Weg vorauszuschicken. 

Den Eingang bildet ein Abriss der Theorie der sechsfach periodischen 
Functionen und i^-Functionen dreier Variablen, welche nicht nur die Grund- 
lage bilden mUsste, wenn es dereinst gelingen sollte, von dieser Seite her 
in die Theorie der allgemeinen Abel^chen Functionen einzudringen, in der 
Weise, wie es von Göpel und Rosenhain für die hyperelliptischen Functionen 
geschehen ist, sondern für jede ins Einzelne gehende Theorie unseres Gegen- 
standes unerlässlich scheint. Es stehen nämlich diese Untersuchungen in 
einem nahen Zusammenhang mit der algebraischen Seite der Frage, der be- 

Weber, Abelsche Functionen. 1 
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sonders durch die Sätze über die von Riemann so genannten Charakteristiken 
hergestellt wird, welche den Angelpunkt der ganzen Theorie bilden. Die 
merkwürdigen Gruppirungen dieser Charakteristiken treten überall wieder 
hervor. In die Fülle der Formeln, welche aus dem Additionstheorem der 
^-Functionen fliessen, bringen sie Ordnung und Uebersichtlichkeit. In der 
algebraischen Theorie, die mit der Theorie der Curven vierter Ordnung 
zusammenfällt, umfassen sie den grössten Theil der von Steiner, Hesse, 
Aronhold, bezüglich der Doppeltangenten aufgestellten Sätze. Aus diesen 
Gründen bin ich auf die Untersuchung der Charakteristiken ausführlich 
eingegangen, und habe versucht, die betreffenden Sätze aus ihrer wahren 
Quelle herzuleiten, nämlich aus dem Begriff der Charakteristiken selbst, 
ohne Rücksicht auf eine besondere Bedeutung derselben, auf einem Weg, 
der der combinatorischen Analysis angehört. Eine allgemeinere Untersuchung 
dieses Gegenstandes, auf die ich bei einer anderen Gelegenheit zurückzu- 
kommen hoffe, hat mich gelehrt, dass die Theorie der ^-Functionen bei 
drei Variablen einen merkwürdigen Abschluss erßlhrt, der sich namentlich 
beim Additionstheorem zu erkennen giebt, so dass die Theorie der all- 
gemeinen ^-Functionen bei weitem nicht die einfache Gestalt erhält, die 
noch bei drei Variablen möglich und zum Theil noch für die allgemeinen 
hyperelliptischen i9^-Functionen erreichbar ist. 

Der folgende Abschnitt enthält zunächst die Gmndsätze der JRie- 
manischen Theorie, für den vorliegenden Fall specialisirt. Obwohl hierin 
wesentlich neue Resultate nicht enthalten sind, schien mir eine kurze Dar- 
stellung des Zusammenhanges und leichteren Verständnisses halber noth- 
wendig. Ich hebe noch hervor, dass hier, wie in allen folgenden Unter- 
suchungen mein Streben war, so weit als irgend thunlich, nur solche 
Functionen zu benutzen, die man als invariant bezeichnen kann (in einen 
allgemeineren Sinn als dem gewöhnlichen), d.h. mit Functionen, deren 
charakteristische Eigenschaften bei jeder rationalen Transformation erhalten 
bleiben. Dadurch gewinnen die Untersuchungen nicht nur an Allgemeinheit, 
sondern auch an Einfachheit und Eleganz. 

Der aus dem -46efechen Theorem erkannte Zusammenhang der alge- 
braischen Integrale mit den periodischen Functionen führt zur Aufstellung 
zweier verschiedener Hauptprobleme, von denen freilich das zweite als ein 
Specialfall des ersten betrachtet werden kann. Das erste dieser Probleme 
welches ich das ßiemawwsche Problem genannt habe, (welches, beiläufig 



bemerkt, wesentlich verschieden ist von dem, was C. Neumann das Riemann^che 
Problem nennt) kaim kurz bezeichnet werden als die Aufgabe der alge- 
braischen Darstellung gegebener sechsfach periodischer Functionen, während 
das zweite das Jacobi^che Umkehrproblem ist. Dass in den bisherigen 
Untersuchungen diese beiden Probleme noch nicht so scharf gesondert her- 
vorgetreten sind, hat wohl darin seinen Grund, dass bei den hyperelliptischen 
Functionen die Lösung des einfachsten Falles des ersten Problems die 
Lösung des zweiten ganz von selbst liefert, während im allgemeinen .Falle 
dies nicht mehr eintritt. Man kann diesen Unterschied so charakterisiren, 
dass in der Theorie der hyperelliptischen Functionen die Zweitheilung der 
Perioden zur Lösung des Umkehrproblems ausreicht, während man bei den 
allgemeinen Abehchen Functionen bis zur Viertheilung der Perioden vor- 
gehen muss. Neue Schwierigkeiten entstehen dadurch allerdings insofern 
nicht, als keine neue algebraische Gleichung höheren Grades zu lösen ist, 
allein begreiflicher Weise wird die Einfachheit der Formeln beeinträchtigt. 
Ich habe einige Bemerkungen beizufügen über den Gebrauch der 
Riemanmdhen Fläche und ihrer Zerschneidung, welche in letzter Instanz 
das anschaulichste Bild von dem Verlauf der betrachteten Functionen liefert. 
Die Bedeutung, welche dieser Fläche für die hier betrachteten Functionen 
zukommt, scheint aber doch eine etwas andere zu sein als z. B. in der 
Theorie der hyperelliptischen Functionen. Nichts an dieser Fläche trägt 
den Charakter der Invarianz flir rationale Transformationen als die Zahl, 
welche die Ordnung des Zusammenhanges angiebt, und daher muss eine 
Theorie, die sich an eine besondere Form dieser Fläche anlehnt, einen 
weit specielleren Charakter haben als der, welchen die vorliegende Arbeit 
erstrebt. Um Eines hervorzuheben, so werden die Verzweigungspunkte für 
die hyperelliptischen Functionen durch eine algebraische Gleichung be- 
stimmt, welche für die Theorie dieser Functionen eine fundamentale Be- 
deutung hat. Bei den allgemeinen Abehchen Functionen tritt an Stelle dieser 
Gleichung eine andere, in unserem Falle z. B. die, welche die Doppel- 
tangenten der Curven vierter Ordnung bestimmt ; . die Verzweigungspunkte 
hängen von einer algebraischen Gleichung ab, welche dem Wesen der Auf- 
gabe fremd ist; und daher dürfen jedenfalls die Verzweigungspunkte in den 
Endresultaten der Theorie nicht vorkommen, wenn nicht eine nicht in der 
Natur der Aufgabe begründete Schwierigkeit eingeführt werden soll. Unter 
diesen Umständen schien es mir am zweckmässigsten, die an die Riemannrnhe 

1* 



Fläche sich anlehnenden Vorstellungen zwar als ein unschätzbares Hülfs- 
mittel der Beweisführung anzusehen, im übrigen aber nach Kräften darnach 
zu streben, aus den Endresultaten jede Spur dieser Vorstellungen wieder 
zu eliminiren. Auf diesem Standpunkt erscheint es dann auch nicht noth- 
wendig, eine bestimmte geometrische Anschauung dieser Fläche ins Einzelne 
auszubilden. 

Es ist damit nicht ausgeschlossen, dass es ausser den hyperelliptischen 
Functionen noch andere besondere Fälle giebt, in denen die Verzweigungs- 
punkte eine wichtigere Rolle spielen. Es würde dies z. B. eintreten bei 
den Functionen, welche von der Gleichung x*+y*+z* = OJabhängen, welche 
überhaupt, obwohl (oder vielleicht gerade weil) sie durch elliptische Functionen 
vollständig dargestellt werden können, ein interessantes Beispiel für unsere 
Theorie liefern würden. 

Zürich, den 1. Mai 1875. 



Die vorstehenden Seiten waren bereits im Druck, als ich die Nach- 
richt erhielt, dass die Königlich Preussische Akademie der Wissenschaften 
den Beschluss gefasst hat, die Veröffentlichung dieser Arbeit durch ihre 
thätige Unterstützung zu fördern. Ich freue mich, noch an dieser Stelle 
für dies ehrende Zeichen der Anerkennung der hohen Akademie meinen 
Dank aussprechen zu können. 



I. Abschnitt. 

Die sechsfach periodischen Functionen. 

§. 1. Analytische Darstellung sechsfach periodischer Functionen. 

£iine Function von drei unabhängigen Veränderlichen heisst periodisch, 
wenn sie ihren Werth nicht ändert bei gleichzeitiger Aenderung aller Ar- 
gumente um ein gewisses constantes Grössensystem, welches ein System 
zusammengehöriger Perioden genannt wird. Sind mehrere solcher Systeme vor- 
handen, etwa ^1, J25 ^3; Bi, JB27 ^3; • • • so ist jede lineare Combination der- 
selben wie w-4i+nBi+..., mA'i + nB2 + ...^ mAi + nB3 + ... mit ganzzahligen 
Coefficienten m, n^ ... wieder ein zusammengehöriges Periodensystem. 
Mehrere Periodensysteme heissen eon einander unabhängig, wenn sie nicht 
aus einer geringeren Zahl in der angegebenen Weise zusammengesetzt 
werden können. Nach einem bekannten Satz kann eine Function von drei 
Veränderlichen, welche eindeutig und im Allgemeinen stetig ist, nicht mehr 
als sechs von einander unabhängige Periodensysteme haben, wenn sie nicht 
von weniger als drei linearen Combinationen der Veränderlichen abhängt*). 
Es stellt sich nns also die Aufgabe, nach solchen Functionen dreier Variablen 
zu suchen, die sechs von einander unabhängige Periodensysteme haben. 
Functionen von weniger Perioden kann man aus diesen erhalten, wenn 
man die Perioden zum Theil unendlich gross werden lässt. 



*) lieber den von Riemann gegebenen Beweis dieses Satzes vgl. Borchardts Journal 
Bd. 71, pag. 197. Unter einer eindeutigen und im Allgemeinen stetigen Function dreier 
complexer Argumente verstehen wir eine solche, die durch stetige Fortsetzung mittels 
Potenzreihen fUr alle endlichen Werthe der Variablen, mit Ausnahme gewisser Werth- 
gebiete von weniger als sechs Dimensionen, in denen die Function unendlich wird, auf 
eine einzige und bestimmte Weise berechnet werden iiann. Analoges soll gelten für 
Functionen von mehr oder weijgor Argumenten. 
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Man kann nun zunächst zur Vereinfachung der Aufgabe einige spe- 
cielle Voraussetzungen eintreten lassen, ohne die Allgemeinheit der Unter- 
suchung zu beeinträchtigen. 

Es seien die Veränderlichen mit Wi, 112, W3 bezeichnet und die den- 
selben entsprechenden Perioden wie folgt: 

für u,: A['\ A?\ A'^\ A['\ A['\ A['\ 

" fl2 * -^2 ) -^2 7 -^2 7 "^2 7 -^2 7 •^2 7 

- «3: Ai^\ AP, Ai'\ Ai*\ AP, AP. 

Wir dürfen annehmen, dass nicht die aus den reellen und imaginären 
Theilen der Perioden gebildete Determinante verschwindet, denn es lässt 
sich in ganz ähnlicher Weise wie die UnStatthaftigkeit einer siebenten 
Periode durch Riemann nachgewiesen ist, zeigen, dass, wenn die erwähnte 
Determinante verschwindet, entweder die Perioden nicht von einander unab- 
hängig sind, oder die Function durch weniger als drei lineare Combinationen 
der Veränderlichen ausgedrückt werden kann. 

Eine Folge dieser unserer Voraussetzung ist, dass nicht alle aus je 
drei zusammengehörigen Periodensystemen gebildeten Determinanten ver- 
schwinden können, und es sei demnach: 

2 + A['^APAi'^ 
von Null verschieden. 

Durch Einfuhrung neuer Variablen mittelst der Gleichungen: 

thni = Ai'^i>, + Ai'^i>2+Ai'^c^, 

geht die zu untersuchende Function in eine Function der Variablen «?,, «2, t?3 
über, welche in Bezug auf jede derselben einzeln die Periode ni hat, und 
ausserdem noch drei unabhängige Periodensysteme besitzt. Wir können 
demnach immer voraussetzen, die sechs Systeme zusammengehöriger Pe- 
rioden seien: 

für ri: ni, 0, 0, aa, a,2, 0,3, 

- V2\ 0, ni, 0, 021, «22 7 023, 

- «3: 0, 0, 71«, «31, «32, a33. 

Eine solche Function kann nicht für alle endlichen Werthe der Argumente 
endlich und stetig sein, denn wir können folgenden Satz beweisen: 



Eine für alle endlichen Werthe der Argumente «i , <?3 , €3 endliche und 
stetige Function^ welche in Bezug auf jedes derselben einzeln die Periode ni 
hat, kann kein wetteres eon diesen unabhängiges Periodensystem besitzen. 

Um dies zu zeigen sei F(t>i,i?2, t^s) eine für alle endlichen Werthe 
der Argumente endliche, stetige und für jedes einzelne derselben um ni 
periodische Function, die sich daher nach einem bekannten Satz, durch eine 
Keihe von folgender Form darstellen lässt: 

worin sich die Summation auf alle positiven und negativen ganzzahligen 
Werthe von Äi, Ä2, A3 erstreckt. 

Existirt nun ein weiteres Periodensystem a,, 02, Ö3, so muss die 
Gleichung bestehen: 

A,,Ai,/lr3 A,^3,/i3 

eine Gleichung die nur dann identisch erfüllt sein kann, wenn Äi ai + A2 a2 + A3 »3 
ein ganzes Vielfaches von ni ist für alle in der Reihe (1.) vorkommenden 
Werthcombinationen von Ai, A2, A3. 

Soll sich also F nicht auf eine Constante reduciren, so müssen eine, 
zwei oder drei Relationen von der Form bestehen: 

(2.) &IÖ1 + &2Ö2 + &3Ö3 = Ini, 

worin Äi, ft2j A3? l ganze Zahlen sind. Bestehen drei solcher Relationen, 
von denen keine aus den andern folgt, so sind a, , 02 , «3 rationale Vielfache 
von ni und die wahren Perioden unserer Function sind nicht ni selber, 
sondern gewisse Bruchtheile von ni, aus denen auch das Periodensystem 
Ol , 02 , «3 zusammengesetzt werden kann. Bestehen aber nur eine oder zwei 
solcher Relationen, so ist die Function F ausdrückbar durch eine oder durch 
zwei lineare Combinationen der Veränderlichen (nämlich durch Ai«i+A\,t?2+A3«?3) 
ein Fall, den wir ausschliessen. 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dass die Function F nicht die Eigen- 
schaft haben kann, bei gleichzeitiger Aenderung der Argumente um ein 
Grössensystem ai, 02, »3 einen constanten Factor anzunehmen, wenn sie nicht 
durch Multiplication mit einer Exponentialfunction auf eine solche reducirt 
werden kann, die nur von einer oder von zwei linearen Combinationen der 
Argumente abhängt. Genügt nämlich F der Bedingung: 
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SO muss C die Form haben: 

worin /lij /j^j fA^ ganze Zahlen bedeuten, und die Function: 

würde das Periodensystem «i, Oa, a^ haben, wäre also, wenn diese Grössen 
nicht rationale Vielfache von ni sind, von weniger als drei linearen Com- 
binationen der Veränderlichen abhängig. 

Aus diesen Erörterungen folgt nun, dass wir allgemein gültige Dar- 
stellungen von Functionen mit mehr als drei unabhängigen Periodensystemen 
unter der Form von Brüchen suchen müssen. 

Wir setzen demnach: 

und nehmen an, die beiden Functionen *, *i seien durch immer convergente 
Reihen von. der Form (1.) darstellbar, so dass F für jedes der Argumente 
die Periode ni hat. Wir suchen die Bedingung auf, unter der F noch drei 
weitere Periodensysteme besitzt, nämlich: 

für ©i: Oiij «12, «137 

t?2« ^21 7 Ö22) Ö23 7 
©3: Ö3I, «32, Ö33. 

Als nothwendige und hinreichende Bedingung für diese Eigenschaft der 
Function F ergiebt sich: 

(f = 1, 2, 3). 

Die drei Functionen ¥^i , ¥^2 , ^3 können irgend welche sein mit der Periode 
Tif fUr jedes der Argumente, jedoch kann keine derselben sich auf eine 
Constante reduciren, wenn nicht F durch weniger als drei lineare Com- 
binationen der Argumente darstellbar ist, was wir ausschliessen. 

Wir verfolgen demnach nunmehr die einfachste Annahme, die uns 
über die Functionen T^ noch übrig bleibt indem wir setzen: 

wenn die C, beliebige Constanten, die M'\ M'\ M*^ ganze Zahlen bedeuten, von 
denen wir annehmen müssen dass ihre Determinante nicht verschwindet. 
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Setzen wir nämÜQh, indem wir mit n^, »2, 913 ganze Zahlen bezeichnen: 

«,, = «iaiA+«2Ö^A + »3Ö3Ä; (Ä = 1, 2, 3), 

80 folgt aus (3.) und (4.) 

*(«>i+öi,«2+a2,«3 + Ö3) = Ce • * * *(t>i , «2 , «3), 
worin C eine Constante ist. Wenn nun die Determinante: 

verschwindet, so lassen sich die ganzen Zahlen iii, 112, »3 so bestimmen, dass 
2!nM^ = wird, und es ergiebt sich eine Relation von der Form: 

*(«?l + ai7<?2+a2,«3 + Ö3) = C^CtJljtJj,©,), 

welche in gleicher Weise auch für die Function *i gilt Dies aber wider- 
streitet unserer Annahme über die Function F. 

Hiemach lässt sich den Bedingungen flir die Functionen *, *i eine 
wesentlich einfachere Gestalt geben: 

Wir fuhren an Stelle der Variablen Oi, €2, «?3 neue Veränderliche 
»1, «?2, «?3 ein mittels der Substitution: 

A:{'^t?i+&?^«2+*?^«3 = -(^tr,; (» = 1, 2, 3), 
so dass die alten Variablen wieder linear und mit ganzzahligen Coefficienten 
durch die neuen ausdriickbar sind. 

Durch diese Substitution geht die Function * in eine Function der 
Argumente «?i, tt?2, w^ über, die mit («?i , itj , 103) bezeichnet sein soll, die 
gleichfalls für jedes der Argumente die Periode ni hat, und die also durch 
eine stets convergente Reihe von der Form: 

(5.) 0(1^.,«^,, 1^3) = ^J? 5,,,M,e'^*''^"^*^'"'-'*^'^^^ 
dargestellt werden kann. Setzen wir noch: 

M*>«u+*^*^a2. + M*^a3.= ~<Ji«; (»'== 1,2,3; A=l,2,3), 
so ergeben sich aus (3.) und (4.) flir die weiteren Bedingungen: 

(6.) (iTi + bu , fr2 + *2.- , «?3 + M = C, C'^^i e{tß,,W2,w,y, (t = 1, 2, 3). 

Einstweilen denken wir uns die Grössen 6« beliebig gegeben. (Weiter unten 
werden wir gewisse Bedingungen finden, denen diese Grössen genügen 
müssen, wenn Functionen der verlangten Art existiren sollen.) Die ganze 
Zahl i kann einen beliebigen Werth haben, den wir positiv voraussetzen 

Weber, AbeUche Functionen. 2 
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dürfen, denn durch gleichzeitige Aenderung der Vorzeichen von iti , 1^2 , its , 6;„. 
wird der Fall eines negativen ^ auf den eines positiven zurückgeführt. 

Den Constanten Ci , C2 , C3 dürfen wir beliebige Werthe beilegen, denn 
eine Aenderung dieser Constanten ist mit einer Aenderung der Argumente 
fri,tr2,«r3 um gewisse additive Constanten gleichbedeutend. Wir behalten 
uns also vor, über diese Constanten in der Folge eine passende Verfttgung 
zu treffen. 

Functionen, welche den in (5.) und (6.) ausgedrückten Bedingungen 
genügen, sollen 0-Functionen der Ordnung d genannt werden. Die Quotienten 
zweier ©-Functionen gleicher Ordnung sind sechsfach periodische Functionen 
mit den Periodensystemen: 

ni^ 0, 0, 6„, 6127 *i3j 
0, Tri, 0, 6217 ^22, 623, 
0, 0, ni^ 63,, 632, 633 

und sollen sechsfach periodische Functionen der Ordnung d genannt werden. 
Die definitive Darstellung der Functionen geschieht nun durch die Be- 
stimmung der Constanten jBa,,*,,*, in der Reihe (5.) mit Hülfe der Bedingungen 
(6.). Es ergeben sich nämlich durch Einsetzen der Reihe (5.) in die Glei- 
chungen (6.) die Relationen: 

Setzt man in der ersten dieser Gleichungen ^2 + ^ an Stelle von Ä2 und in 
der zweiten hi + d an Stelle von Ai, benutzt wieder die Gleichungen (7.) 
und verfährt analog mit je zwei Gleichungen dieses Systems, so erkennt 
man, dass dieselben nicht anders bestehen können als unter der Bedingung : 

©23 = O32, 631 = 0]3, 6,2 =021. 

Hierin also liegt die erste Bedingung für die Existenz von 0-Functionen, 
welche nunmehr als erfUUt angenommen werden soll. 

Wir können nun jede beliebige ganze Zahl hi in die Form setzen: 

A, = «1(^+^1, 

worin v^ eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . <J— 1, «1 irgend eine positive oder ne- 
gative ganze Zahl bedeutet Stellt man daher die erste der Gleichungen (7.), 
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indem man v^ festhält füi- die Zahlen »1 = 0, 1, 2, ... «i— 1 auf und multi- 
plicirt alle so sich ergebenden Gleichungen, so folgt: 

B. . . = B . r]f-*«i»'»«(''»*n+Aaftai+Ajft3i)p-^»i(«i + 0&ii' 

Diese Formel vereinfacht sich etwas, wenn wir, wozu wir nach der oben 
gemachten Bemerkung berechtigt sind, setzen: 

C, = c-^*", 
wodurch wir erhalten: 

worin «i übrigens nicht nothwendig positiv ist. 
Auf die gleiche Weise ergiebt sich: 

indem man setzt: 

im gleichen Sinne wie oben h^^n^d+v^^ und: 

und endlich durch Multiplication dieser drei Gleichungen: 

'^i:Zbii,niK-S2:2:bikni7i, 

wofUr man auch schreiben kann: * 

S2:2:bi,nin, + 22;2:bi,n,v, 

jy D ^ i k i k 

^A„A,,A, — ^y,,y,yy^^ 

Hieraus folgt, dass alle ©-Functionen von der Ordnung S linear durch J^ 
unter ihnen ausdrückbar sind, und dass die allgemeinste Function dieser 
Art (J^ willkürliche Constanten linear und homogen enthält. Die speciellen 
©-Functionen, auf welche uns die Untersuchung geführt hat, erhalten fol- 
genden Ausdruck: 

Die Quotienten zweier solcher Functionen sind sechsfacli periodische Functionen 
von der Ordnung ^. 

Ftir (^=1 existiil; nur eine 0-Function, nämlich: 

2* 
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&{fOi^fV2^W3\b) = £ e' ^ • , 

% 

und demnach giebt es keine sechsfach periodische Functionen erster Ordnung. 
Dagegen sind durch diese Function & die Functionen 6 alle ausdrückbar 
in der AVeise: 

wenn rechts Ui = dwi+£bij,vj^ und dbij, statt 6,^ gesetzt wird. 

k 

Es sind nun die Constanten 6,t ausser der bereits gefundenen einer 
weiteren Bedingung zu unterwerfen welche darin besteht, dass die Reihe «9^ 
für alle Werthe der Argumente iti, «?2, «Tj convergirt Diese Convergenz findet 
bekanntlich statt, wenn die reellen Theile 6-^ der Grössen fr^t so beschaflfen 
sind, dass die Function JS J! bij^XiXj, sich durch drei negative Quadrate dar- 
stellen lässt, so dass dieselbe für reelle Werthe von Xi, Xq^ x^ nur negative 
Werthe annimmt. Die Reihe kann nicht convergiren, wenn diese Function 
auch positive Werthe annehmen kann, denn dann kommen in der Reihe 
einzelne Glieder vor, die ttber alle Grenzen wachsen. 

Nur unter besonderen Voraussetzungen über die Anordnung der 
Summation und nicht für alle Werthe der Argumente würde noch Con- 
vergenz stattfinden können, wenn die Function -2*6^0?, a?^ durch weniger 
als drei negative Quadrate darstellbar wäre, wenn also die Determinante 
-S" + b[i b'22 633 verschwinden sollte. Diese Annahme schliessen wir daher eben- 
falls aus. 

Die hierdurch den Grössen b^j, auferlegte Beschränkung lässt sich in 
der Form aufstellen, dass die drei Ausdrücke: 

6n, 612 — ^116227 ^±b'ubnb'32 

negative Werthe haben müssen. 

§.2. Die tJ-Functionen. 

Da sich bei den letzten Betrachtungen ergeben hat, dass sechsfach 
periodische Functionen der ersten Ordnung nicht existiren, so lenken wir 
jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die einfachsten unter den sechsfach pe- 
riodischen Functionen, nämlich auf die von der zweiten Ordnung. Diese 
sind darstellbar als Quotienten zweier ©-Functionen zweiter Ordnung, welch 
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letztere alle durch 2^ = 8 unter ihnen linear und homogen ausgedrückt 
werden können. 

Eine dieser 0-Functionen ist das Quadrat der Function & selbst, und 
man kann daraus andere herleiten durch Vermehrung der Argumente um 
gewisse Constanten und HinzufUgung von Exponentialfactoren. 

Bezeichnen wir nunmehr wieder wie zu Anfang die Variablen mit 
ff 1, ti2, tia und die Perioden mit a^^ so erwächst uns jetzt die Aufgabe, die 
Constanten /,, /,, /j, g^i, g2^ g^ so zu bestimmen, dass die Function: 

eine ©-Function zweiter Ordnung werde. 

Da die Function W für jedes der Argumente mm ni periodisch sein 
soll, so müssen fl^i , 0^2 7 g^ ganze Zahlen sein. Femer muss W der Bedingung 
genügen : 

"PiUi^-au, «2 + a,,, fi3 + Ö3,) = e-'^'-'-+^'> ¥^(«„ u,, tia); (t = 1, 2, 3). 
Nach der fundamentalen Eigenschaft der Function ^ ergiebt sich aber: 

und unsere Forderung ist erfüllt, wenn wir setzen: 

2/; = hin%-]rgiau-^g2a2i-\-gzay, = «),; (t = 1, 2, 3), 

wenn Äi, A^, A3 irgend welche ganze Zahlen sind, d. h. wenn die Constanten 
fii f^'i /s die Hälften eines Systems töi, cDj, GJ3 zusammengehöriger Perioden 
kurz ein System zmammengehöriger halber Perioden sind. 

Die so definirte Function W ändert sich nicht, wenn die ganzen 
Zahlen hy^Jh^h^ irgend wie um gerade Zahlen geändert werden, und sie nimmt 
einen constanten Factor an bei der gleichen Aenderung der Zahlen g\i g^^ gz^ 

Der constante Factor C in der Function W war bis jetzt noch völlig 
unbestimmt. Er kann auch von den ganzen Zahlen g , ^2? ^3 abhängig an- 
genommen werden, und es liegt nahe, diese Abhängigkeit so zu bestimmen, 
dass auch die Aenderung von 91 , ^2 ? g^ um gerade Zahlen keine Aenderung 
von W zur Folge hat. Ein Verfahren, welches durchaus analog ist mit 
dem oben (pag. 10) zur Bestimmung der Reihencoefficienten der Function 
angewandten^ führt zu dem Ausdruck: 



C = e V* 
Hiemach ergiebt sich für die Function V: 
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ein Ausdruck, der ungeäudert bleibt, wenn die Zahlen ^i, g^^ g^^ Ai, Aj, h beliebig 
um gerade Zahlen geändert werden und man erhält demnach alle von ein- 
ander verschiedenen Functionen ^F wenn man flir diese sechs Zahlen alle 
möglichen Combinationen von und 1 setzt. Demnach haben wir 
64 Functionen W, von denen wir wissen, dass sie alle linear, durch acht 
derselben ausdrUckbar sind. Die Quotienten je zweier dieser Functionen 
liefern die sechsfach periodischen .Functionen zweiter Ordnung. 

Die Quadratwurzeln aus den soeben definirten Functionen V sind 
Functionen, welche mit der Function «9^ nahe verwandt sind, und die wir 
daher in folgender Weise bezeichnen: 

(10^tÄÄAK"^'*^'^^=^ ' * ' ' ^(Wi+iö>i, «2+^0^2, «3+ 10)3). 



'r'f'i 



Diese Function ändert sich nicht, wenn eine der Zahlen g um zwei ver- 
mehrt oder vermindert wird, und erhält den Factor (—1)^* wenn A, um zwei 
wächst. Wir erhalten also, abgesehen vom Vorzeichen, alle diese Func- 
tionen, wenn wir den Zahlencomplex 

gig.gi] 

auf alle mögliche Arten aus den Zahlen und 1 bilden, also im Ganzen 
64 solcher Functionen, worin die ursprüngliche ^-Function eingeschlossen 

ist, nämlich dem Complex {qoo ^^tsprechend. 

Der Zahlencomplex \V ). uj heisst die Charakteristik der i9^-Function 

19 3 

und es werde die Festsetzung getroffen, dass zwei Charakteristiken nicht 
von einander verschieden sind, wenn die sie zusammensetzenden Zahlen, 
Elemente genannt, sich um gerade Zahlen von einander unterscheiden. Für 
die meisten Untersuchungen nämlich, die weiterhin mit den Charakteristiken 
noch geführt werden, ist eine Aenderung der Elemente um gerade Zahlen 
gleichgültig; nur bei der Bestimmung des Vorzeichens der i^-Functionen 
ist nach der eben gegebenen Regel eine kleine Vorsicht nothwendig. Nach 
dieser Festsetzung giebt es im Ganzen 64 Charakteristiken, welche, wo es 
ohne Unklarheit geschehen kann, auch durch einen einfachen Buchstaben, 
in Klammem gesetzt, wie (e) bezeichnet werden sollen. 
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Die Charakterißtiken stehen auch in einer bestimmten Beziehung zu 
den Systemen zusammengehöriger halber Perioden. Ist nämlich: 

so soll die Charakteristik (^'^*^') die Charakteristik des Systems jiDi, ^öJ,, 

^0)3 genannt und als solche mit (cD) bezeichnet werden. 

Unter der Summe zweier Charakteristiken verstehen wir die Cha- 
rakteristik, welche entsteht, wenn die entsprechenden Elemente addirt werden. 
Ist also: 

so ist: 

(^\ , (J\^(,i.'\^{9,+9\j9i+9',,94+9',\^ 

Nach unserer Festsetzung ist also die Summe zweier Charakteristiken nicht 
verschieden von ihrer DiflFerenz. 

Wir stellen hiemach zunächst einige der fundamentalen Eigenschaften 
der 64 ^-Functionen zusammen, ^.nf die wir hier geführt worden sind. 

Zunächst erhält man elegante Reihenentwickelungen für diese Func- 
tionen, wenn man für die ^-Function auf der rechten Seite von 1 die Ent- 
wickelung (aus §. 1) einsetzt. P]s folgt auf diese Weise: 

Setzen wir («) = K' ^^ ^M so ergeben sich sowohl aus dieser Entwickelung 
als auch aus der Gleichung (1.) die nachstehenden Formeln: 

(3.) {»\e\{u,,u +m,u,) = (-ly'^M (w„ «„ %), 

*|f| («i + a,,, fi, + fl,,, «3 + 03.) = (-!)"»• e-'««-««d|6| (ii„ «2, 1*3); • (t = 1, 2, 3). 

Diese Gleichungen könnten ihrerseits wieder dazu dieifen, um in Verbindung 
mit der Voraussetzung der Stetigkeit die Reihe (2.) herzuleiten, genau nach 
derselben Methode, nach .der oben die Entwickelung der -Functionen ab*- 
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geleitet wurde, und demnach genügen diese Bedingungen um die 64 Func- 
tionen i^{€}(«i, «2,113) l>ifi anf constante Factoren völlig zu definiren. 

Man ersieht ferner hieraus, dass zwar das Quadrat des Quotienten 
zweier Functionen i9^{€}(iii, «2, «3) die verlangte Periodicität besitzt, nicht aber 
ein solcher Quotient selbst Gleichwohl haben auch diese Quotienten eine 
sechsfache Periodicität, jedoch so, dass gewisse unter den zusammenge- 
hörigen Periodensystemen das doppelte der ursprunglich gegebenen sind. 

Die Gleichungen (3.) lassen sich in eine allgemeinere zusammen- 
fassen, wie folgt: Es bedeute pi , pa , p^ ein beliebiges System zusammmenge- 
höriger Perioden: 

Pl = i^i 711 + 1^1 au + «'2 «12 + ^3 «13, 

P2 = ^^m+Vl€h^+y2an+yzCh:^J 

Pi = iW3^»+yiÖ31+^2Ö32+>'3a33. 

Durch die wiederholte Anwendung der Formeln (3.) ergiebt sich dann: 

2: (J9il^i + hiVi) — 2 J[; v.Ui - 2:2: OikViVi, 
(4.) »\b\{u,+p,) - (-1) ^ e ^ ' ' &\b\{u,) 

oder indem man 114—^/14 an Stelle von tf^ setzt: 

^H(«*+iP*) = (-1) ' ^""^-f ^^'^'^I^Kw^-iP*), 

woraus man ftlr [b] = {0} mit Hülfe von (1.) noch die Formel herleitet: 

(5.) ^(«4+4p0*(«*-ip.) = ^ • * *Mp}W. 

In diesen Formeln ist zur Abkürzung in den i^-Functionen nur je ein 
Argument mit dem allgemeinen Index h geschrieben, was von nun an öfter 
geschehen soll. Diese Abkürzung ist zwar nicht so correct wie die von 
Riemann eingeführte, sie ist jedoch einfacher und kann hier ohne Nachtheil 
angewandt werden, da wir durchweg nur von ^-Functionen mit drei Argu- 
menten zu handeln haben, ein Irrthum also nicht zu besorgen ist 

Ebenso wie in der Formel (1.) die Function S^iuj) zur Darstellung 
aller Functionen ^j^KtfA) angewandt ist, kann man auch von jeder beliebi- 
gen unter diesen letzteren ausgehen und durch dieselbe alle anderen aus- 
drücken. Dies geschieht mittelst der Formel: 

(6.) d|S)|(i»»+i®;) = e • * ' * ^|0+«»'|(iiO, 

wemn ^0^* i®l zwei Systeme susammengehdriger halber Perioden sind 
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mit den Charakteristiken: 

woraus man noch ableitet: 

(7.) &\m+(ö'\{u,) = («1) * • ' &{iD-(D'}iu,). 

Es soll noch die Aenderung untersucht werden, welche die i^-Func- 
tionen bei gleichzeitiger Aenderung der Vorzeichen aller Argumente er- 
leiden. Diese ergiebt sich am Ein&chsteh aus der Reihenentwickelung (2.)- 
Setzen wir nämlich in dieser —11,, an Stelle von «a und gleichzeitig, was 
gestattet ist, — «*— s'* an Stelle von 11^, so folgt: 

Nennen wir daher die Charakteristik (?'?*?*) gerade oder ungerade, je nach- 
dem die Summe 

gerade oder ungerade ist, so folgt hieraus: 

Die ^'-Functionen mit gerctden Charakteristiken sind gerade Functionen^ 
die mit ungeraden Charakteristiken ungerc^de Functionen ihrer Argumente. 

Die Anzahl der geraden Charakteristiken beträgt, wie bekannt, 36, 
die der ungeraden 28. 

Da die ^-Functionen stetige Functionen sind, so folgt, dass die 
ungeraden iS^-Functionen für die Werthe der Argumente sämmtlich ver- 
schwinden, oder was dasselbe ist: die ursprüngliche «9^-Function verschwindet 
fiir diejenigen Systeme zusammengehöriger halber Perioden als Argumente, 
welche eine ungerade Charakteristik haben. Allgemein schliessen wir hieraus 
nach der Formel (6.), dass eine beliebige ^-Function für diejenigen Systeme 
zusammengehöriger halber Perioden als Argumente verschwindet, deren 
Charakteristik mit der der lö^-Function eine ungerade Charakteristik zur 
Summe hat. 

§.3. Gruppirung der Charakteristiken. 

Nach dem zuletzt gefundenen Ergebniss hat man, um die halben 
Periodensysteme zu ermitteln, fttr welche eine ^-Function von gegebener 
Charakteristik verschwindet, solche Charakteristiken aufzusuchen, welche 

Weber, Abelsche Functionen. 3 
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mit der gegebenen zusammen eine ungerade CharakteriBtik zur Summe 
haben, oder, mit anderen Worten, man hat die gegebene Charakteristik auf 
alle mögliche Arten in zwei andere zu zerlegen, von denen wenigstens eine 
ungerade ist 

Ueber diese Zerlegungen existirt eine Reihe von Sätzen, die flir das 
Folgende von der grössten Wichtigkeit sind, welche ihrer Natur nach der 
combinatorischen Analysis angehören, und hier auch aus diesem Gesichts- 
punkte bewieseö werden sollen. Wir lösen daher flir die nächsten Be- 
trachtungen den BegriflF der Charakteristik ganz ab von seiner Bedeutung 
flir die i^-Functionen oder irgend welche andere Grössenbegriflfe und be- 
trachten den Zahlencomplex (^' •?!* *M als rein combinatorisches Gebilde, be- 

halten übrigens die Bezeichnung gerade und ungerade Charakteristik bei. 

Zunächst ist klar, dass man jede Charakteristik («) auf 32 Arten in 
zwei andiere zerlegen kann ; denn man kann zu («) jede Charakteristik hin- 
zufügen, und erhält auf diese Weise jede mögliche Zerlegung zweimal. 

Ausgenommen hiervon ist nur die Charakteristik (oqo)? welche sich nur 

in zwei gleiche Charakteristiken zerlegen lässt. Von diesen Zerlegungen 
sind die wichtigsten die in zwei ungerade Charakteristiken, welche desshalb 
in der beigefügten Tafel I. vollständig zusammengestellt sind. 

Bei der Anlegung der vollständigen Tafel verfahrt man am besten 
so, dass man sämmtliche Combinationen der 28 ungeraden Charakteristiken 
zu Paaren bildet, und jedes Paar in diejenige Reihe schreibt, die mit der 
Summe desselben bezeichnet ist. Man ist dadurch vor jedem überflüssigen 
Schritt gesichert. Handelt es sich um die Zerlegung einer bestimmten 
gegebenen Charakteristik, so kann man sich auch einfacherer Mittel 
bedienen. 

Es lässt sich leicht aus einem viel allgemeineren Gesichtspunkt be- 
weisen, dass die Anzahl der Zerlegungen einer gegebenen Charakteristik 

in zwei ungerade immer sechs beträgt (^^qq) ausgenommen); hier möge 

die wirkliche Aufstellung aller Zerlegungen als Beweis dienen *). Es folgt 
hieraus sofort, dass jede Charakteristik auf 16 Arten in eine gerade und 

*) Dehnt man diese Zerlegungen aus auf Charakteristiken von 2p Elementen, 
80 lässt sich leicht durch den Schluss von p auf p+i nachweisen, dass die Anzahl 
der Zerlegungen einer gegebenen Charakteristik in zwei ungerade immer 2^^^ (2^-i— 1) 
beträgt, was für p = 3 unsere Zahl sechs giebt. 
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eine ungerade und auf zehn Arten in zwei gerade Charakteristiken zerlegt 
werden kann. 

Nach diesen Erörterungen ordnen sich also die sämmtlichen 6.63 Paare 
von ungeraden Charakteristiken in Gruppen von je sechs Paaren in der 
Weise, dass die sämmtlichen Paare einer Gruppe die nämliche Summe ergeben, 
welche Gruppencharakteristik genannt wird. Als Gruppencharakteristiken 

treten alle von (qoo) verschiedenen Charakteristiken auf. In der Tafel I. 

findet man sämmtliche Gruppen vollständig angegeben; jede ist in derselben 
durch die betreffende Gruppencharakteristik bezeichnet. 

Wir entwickeln im Folgenden eine Reihe von Sätzen über diese 
Gruppen. 

1. Es seien 

<»'=«:;;;)• «=Q»rv.)' «=Q^.ii) 

irgend drei Charakteristiken, die in der Beziehung zu einander stehen: 

(^)+(A)+(&) = (SSS), 

also: 

(*) = (i7) + (A), 
femer seien 

zwei ungerade Charakteristiken, welche der Bedingung genügen: 

(*) = («) + (/?), 
so dass das Paar (a), (ß) in die Gruppe (*) gehört, (g) und (A) können 
beliebig gegeben sein, (A) ist durch dieselben bestimmt. Man hat unter 
diesen Voraussetzungen: 

ig+h) = (« + /?), 

also auch: 

(g + a) = (Ä+/?); (g + ß) = (h + a). 

Es soll untersucht werden, ob diese beiden letzteren Charakteristiken un- 
gerade oder gerade sind, wovon es abhängig ist, ob die Charakteristiken 
{^)i (ß) iß den Gruppen (^), (A) vorkommen oder nicht. Zu dem Ende be- 
trachten wir die Summe: 

3* 
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welche (modnlo 2) congraent ist mit: 

1 1 11111 

woraus sich sofort der Satz ergiebt: 

Ist JSgig'i+^hih'i + ^kik'i^l (mod. 2), sind also von den drei Cha- 
rakteristiken {g)y (A), (ür) entweder zwei oder keine gerade, so ist eon den 
beiden Charakteristiken {jg+c^), (g+ß) immer eine gereute und eine ungerade. 
Ist dagegen 2gigi+2hih[ + 2kik'i ^ (mod. 2), sind also eon den Cha- 
rakteristiken (^), (A), {k) entweder zwei oder keine ungerade, so sind die 
Charakteristiken (g-^-a)^ {9+ß) entweder beide gerade oder beide ungerade. 

2. Betrachten wir zunächst den ersten Fall und nehmen an, die 
sechs Paare der Gruppe (k) seien: 

. («i)0?i); («0(/?2); («3)053); («4)0?*); X«5)0?5); {a,){ß,\ 

so können wir annehmen: 

{9+^1)1 i9 + ^\ (fl^ + «3), ig + f^A^ (^+«5), (^+«6) 

seien ungerade: 

{3+ßi\ (g+ß2\ ig+ß^l (g+ß^\ i9+ß^\ ig+ßo) 

seien gerade, und darauf gestutzt erhalten wir die vollständigen Gruppen 

(^), (A), (*), nämlich: 

(fl'): (fl^+«i)(«i); (5'+aa)(«2); (fl'+«3)(a3); (^+«4)(«4); (fl'+«5)(«5); (5^+«6)(«c), 

(Ä): (g+^i)il^i)] (g+^)iß2)] {g+a,){ß,y, {g+a,)(ß,y, ig+a,){ß,y, {9+a,){ßo\ 

(*): («i)(Ä); («2)(/52); (a3)(/?3); («OO?*); («5)055); («6)05o). 

Dass diese Paare alle von einander verschieden sind, ergiebt sich leicht, 

denn wäre etwa 

(fl^+«i) = («2), 
so würde daraus folgen: 

(g+ßi) = («i+«2+/5i) = (*+«2) = 0^2), 

und (g+ßi) wäre also, dem obigen Satze entgegen, gleichfalls ungerade. 
Auf den gleichen Widerspruch führt die Annahme {g+a{) =r(ß^). 

Drei Gruppen ton der hier vorausgesetzten Eigenschaft stehen also in 
der Beziehung zu einander, dass je zwei derselben sechs Charakteristiken ge- 
mein haben, von denen keine zwei ein Paar bilden. 

Im Ganzen kommen in drei solchen Gruppen nur 18 von den 28 
ungeraden Charakteristiken vor. 
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3. Haben ferner die drei Gruppencharakteristiken (y), (A), (Ar) die 

Eigenschaft, dass 

2g,g\ + 2hX+^1iiK = (mod. 2), 

so lägst sich zunächst nachweisen, dass die drei Gruppen zusammenge* 
nommen alle 28 ungerade Charakteritstiken enthalten müssen. Ist nämlich 

(a) = C; *****',) eine beliebige ungerade Charakteristik, so ist unter der hier 

**! 3 8 

gemachten Voraussetzung: 

^(<7+«i)(^'+«;)+^('^+«0(A;. + a;0+J2'(Ä,-+ = 2:a,a[=l (mod. 2). 

Von den drei Charakteristiken {g + (t\ (A + a), (&+«) ist daher entweder 
eine oder es sind alle drei ungerade ; demnach kommt (o) entweder in einer 
oder in allen dreien Gruppen {g\ (A), (ft) vor. 

Da nun die Anzahl aller in drei Gruppen zusammengenommen ent- 
haltenen Charakteristiken 36 ist, die Anzahl der von einander verschiedenen 
aber nur 28, so müssen vier Charakteristiken in allen dreien Gruppen, je 
acht nur in einer Gruppe enthalten sein. 

Ist nun wieder die vollständige Gruppe (ä) 

(«i)(Ä); («2)(A); («3)(/33); («OCÄ); («5)035); (a6)(Ä), 

so müssen demnach von den zwölf Charakteristiken (g^+ö»), (g+ßi) vier 
ungerade und acht gerade sein. Da wir überdies aus (1.) wissen, dass die 
beiden Charakteristiken (0^+«,), ig+ßi) gleichzeitig gerade und ungerade 
sind, so können wir annehmen, dass 

die vier ungeraden unter jenen Charakteristiken seien. Nun ist aber 

(^+«.)+(fl'+Ä) = (/7+«2) + (^ + A) = (Ä) 

und wir würden zwei weitere Zerlegungen der Gruppe (&) haben, wenn 
dieselben nicht schon unter den obigen (Ä) = (a.) + (/9.) enthalten wären. 

Nun kann aber nicht etwa (flr+«i) = (a3) sein, weil sonst gegen die 
Voraussetzung {g + a^) = {<(Xi) ungerade wäre und demnach dürfen wir, un- 
beschadet der Allgemeinheit annehmen: 

Demnach kommen in den drei Gruppen (^), (A), (A) folgende Paare vor: 



i9) 
(A) 

(Ä) 



(^i)(«2); {ß.)m. 
(«.)(A); («2)(/3i), 
(«i)(/30; («2)032), 
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während ausserdem in den drei Gruppen die 24 übrigen ungeraden Cha- 
rakteristiken je nur einmal vorkommen. 

Drei Gruppen ean der hier angenommenen Eigenschaft haben iüso eier 
Charakteristiken gemein^ welche in jeder der Gruppen gepaart sind. 
Wir ziehen aus diesen Ergebnissen folgenden Satz: 
L Irgend zwei Gruppen haben entweder sechs Charakteristiken gemein^ 
eon denen keine zwei ein Paar bilden, oder sie haben eier Cha-- 
rahteristiken gemein, eon denen in jeder der beiden Gruppen zweimal 
je zwei zu einem Paar verbunden sind. 

4. Es folgt hieraus leicht der weitere Satz: 

U. Die Summen dreier ungerader Charakteristiken einer Gruppe^ eon denen 
keine zwei ein Paar büden, ist immer eine gerade Charakteristik, 
Es sei nämlich (g) eine beliebige Gruppencharakteristik und unter 
den Paaren dieser Gruppe mögen folgende vorkommen: 

ig) = (a) + (a) = (6) + (/3) = (c) + (y), 
wir können hieraus drei Gruppen ableiten von der Eigenschaft wie sie in 

(3.) vorausgesetzt ist: 

07) = («) + («) = (*) + (/?), 

(&) = (a) + (6)-(«) + (^. 
Wäre nun (ö)+(8) + (c) ungerade, so würde (c) ausser in (g) auch 
in (&) vorkommen, und diese beiden Gruppen würden fünf Charakteristiken 
gemein haben, was nach (3.) unmöglich ist. Also ist (ö) + (6) + (c) ge- 
rade, w. z. b. w. 

5. Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 

m. Irgend drei ungerade Charakteristiken (a), (6), (c), deren Summe (a-^b+c) 
gerade ist, kommen immer in mehreren Gruppen vor, in denen keine zwei 

k 

derselben ein Paar bilden. 
Setzen wir nämlich: 

(^) = («) + (&) = («) + (/?) 
80 dass (a) (ß) ein weiteres Paar der Gruppe (g) ist, so kommt nach der 

Voraussetzung in dieser Gruppe (c) nicht vor und kann daher auch weder 

mit (a) noch mit (ß) übereinstimmen. Bilden wir nun die drei Gruppen: 

07) = («) + (&) = («)+(/?), 

{h) = {a) + {a) = {b) + (ß\ 
(*) = (a) + 03) = (*)+(«), 
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welche den Bedinguiigen von (3.) genügen, so müssen diese zusammen alle 
ungeraden Charakteristiken, also auch (c) enthalten. Da aber (c) nicht in 
(g) vorkommt, so muss es in (A) oder in (ä) enthalten sein, womit unser 
Satz bewiesen ist. 

6. Hieran schliessen sich zwei Sätze über die Zerlegung gegebener 
Charakteristiken in drei ungerade, welche so lauten: 

IV. Jede gercuie Charakteristik, (qqq) eingeschlossen, lässt sich auf 56 Arten 

in drei eon einander verschiedene ungerade Charakteristiken zerlegen. 
Ist nämlich {g) eine gegebene gerade, (a) eine beliebige ungerade 
Charakteristik, so lässt sich (g'+a) auf sechs verschiedene Arten in zwei 
ungerade Charakteristiken (/?+y) zerlegen und man erhält so flir jedes (a) 
sechs verschiedene Zerlegungen: 

ig) = («+/5+y). 

Es würden sich aber dieselben Zerlegungen ergeben haben aus den 
Gruppen (g+ß\ (g+y) so dass die Zahl der von einander verschiedenen 

Zerlegungen -^ = 56 ist. 

V. Jede ungerade Charakteristik lässt sich auf 45 Arten in drei verschie- 
dene und auf 73 Arten überhaupt in drei ungerade Charakteristiken 
zerlegen, 

De^n ist wieder (g) eine gegebene, (a) eine beliebige davon ver- 
schiedene ungerade Charakteristik, so kann man (g+a) auf fünf Arten in 
zwei von (g) und (a) verschiedene ungerade Charakteristiken (ß+y) zer- 
legen ^ woraus man wie oben schliesst, dass die Anzahl der so erhaltenen 

5 27 

Zerlegungen -^- = 45 beträgt. Dazu kommen noch 28 solche Zerlegungen, 

bei denen eine Charakteristik = {g\ die beiden anderen einander gleich sind, 
was im Ganzen 73 giebt. 

7. Wir kehren zu unseren Gruppen zurück um noch einen Satz 
zu beweisen, der sich auf die dreien Gruppen gemeinsamen Charakteristiken 
bezieht. 

Drei Gruppen, von denen je zwei sechs Charakteristiken gemein 
haben, können nicht alle drei die nämlichen sechs enthalten. Wäre nämlich : 

(/) - («1+/3;') = («2+/?;') == («3+/:?;') = {a,+ß:) = (a^+y?;') =*k+/3;'), 
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so mttBste nach dem Satz L die Gruppe: 

mit der Gruppe (g'") irgend Charakteristiken gemein haben, es mttssten also 
unter den Charakteristiken (a), (/?), (/?'), (/3") einander gleiche vorkommen 
was nicht möglich ist. 

Betrachten wir daher jetzt die beiden Gruppen {jg\ (g') und suchen eine 
dritte Gruppe (g") auf, welche mit jeder derselben sechs Charakteristiken 
gemeinschaftlich haben soll. Nach dem soeben Bewiesenen können in dieser 
Gruppe (flf") nicht alle (a) vorkommen und es möge daher etwa («i) in 
derselben fehlen. Nach der Voraussetzung muss dann (ßi) und (ß\) in (g") 
vorkommen. Sind diese in ig") gepaart, so ergiebt sich: 

Die drei Gruppen stehen in der Beziehung zu einander, wie die in (2.) be- 
trachteten und enthalten gar keine allen dreien gemeinschaftliche Charakteristik. 
Sind dagegen (ßi) und (ß'i) in {g'') nicht gepaart, ist also etwa: 

so muss nach unseren Voraussetzungen (/l) in der Gruppe (gr), (yj) in {g') vor 
kommen, also etwa (yl) in (oj+A)- Wäre nun (yi) = («2), so würde folgen: 

07")=(/?;+«2) = (/?;+«!) 

gegen die Voraussetzung dass («i) in (gr") nicht vorkommt. Daraus folgt, 
dass (yi) = (/Sj) sein muss, und weiter (y^) = (ß'^). Wir haben daher in {g") 
die beiden Paare: 

07") =(/?!+ ^;) = (/?2+Ä) 

und diese Gruppe enthält auch nicht («2). Wenn nun auch («3) in (jg") 
nicht vorkäme, so würde man auf gleiche Weise schliessen: 

und die beiden Gruppen {g'*) und (g+g) würden acht Charakteristiken ge- 
mein haben, was nach I. nicht möglich ist. Hieraus folgt der Satz: 
VI. Drei Gruppen, eon denen je zwei sechs Charakteristiken gemein haben, 
enthalten entweder gar keine allen dreien gemeinschaftliche Charakte- 
ristik, (wenn die Summe der Gruppencharakteristiken = (0) istj oder es 
kommen tier Charakteristiken in allen dreien Gruppen eor, so dass die 
Zerlegung sich folgendermassen gestaltet: 

ig) = («1 + A) = («2 + A) = («S + Ä) = («4 + ^4) = («5 + /35) = {cC6 + ß,\ 

0^') = («!+/?;)= («2+/?;) = (cx3+/3;) =(«44-^) =(«5+/?;) =(«6+ä), 
0/")= (/?.+Ä) = {ß2+ß[) = («3+Ä') = («4+/?;) = («5+/?;') = («a-hÄ'). 
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§. 4. Die vollständigen Systeme ungerader Charakteristiken. 

VII. Bedeutet (p) eine beliebig gegebene gerade Charakteristik, so lassen sich 
auf acht verschiedene Arten sieben ungerade Charakteristiken (/?,), (/?,), 
(/'s)? (ß*\ (/'s)? (Z'fi)? (ßi) finden ^ welche die Eigenschaft haben , dass 
die Charakteristiken 

. (p+fi+ß,) 
alle ungerade sind, falls i von k verschieden ist* 
Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen, wie die verlaugten 
Systeme wirklich gefunden werden können. Man nehme eine der Cha- 
rakteristiken (/3), etwa (/?i) beliebig an und entnehme aus der Gruppen- 
tafel die Gruppe {p+ßi)^ welche {ßi) nicht enthält, dagegen die übrigen 
(/?), falls sie existiren, enthalten muss. Sei demnach: 

(p+ßi) = (ß2+r2) = (ß^+r^) = f/?4+^) = (ßs+n) = {ß,-^- n) = (ßi+ri\ 

Aus einem beliebigen dieser Paare, etwa dem ersten, entnehme man (ßi) 
nach Willkür und bilde die Gruppe (p + Z^a), welche das Paar (ßi + ^T) 
enthält, nicht aber (/^i). Auch diese Gruppe muss {ßi\ (/?4), (/^s), (Ä)? (ßi) 
enthalten, wenn solche Charakteristiken existiren. 

Nach I. §. 3 aber haben die beiden Gruppen (p + ßi)^ {p + ß2)^ da 
die erstere nicht (/?i), die letztere nicht f/Jj) enthält, sechs nicht gepaarte 
Charakteristiken gemein, und wir können demnach setzen: 

(p+ß^) = (z'i+y.) = (ß^+r^) = (/'4+y;) = (ßs+r's) = (/'o-f y;) = (ß.+ri\ 

und man erhält demnach auf eine bestimmte Weise die Charakteristiken 

(ßi)! (ß*^i (ßs)i ißiy)^ (ß-:)^ wenn n^an die den beiden Gruppen ausser f^o) noch 
gemeinschaftlichen Charakteristiken aufsucht. 

Diese Charakteristiken haben, ihrer Bestimmung zufolge, die Eigen- 
schaft, dass: 

{P'\-ßi+ß2\ ip + ßi + ßi\ {p+ß2 + ßi\ (i = 3, 4, 5, 6, 7) 

ungerade sind, und es bleibt noch zu zeigen, dass auch die übrigen {p+ßi+ßk\ 
(wenn i, k zwei verschiedene der Zahlen 3, 4, 5, 6, 7 bedeuten) die gleiche 
Eigenschaft haben. Zu dem Ende betrachten wir noch die Gruppe: 

(p+ßi) = {ßi+ri)=-(ß2+r'i)^ 

welche nach Satz VI §. 3 mit den beiden Gruppen {p+ßi)^ (p + ßi) vier 
Charakteristiken gemein haben muss. Da dieselbe aber weder (y^) noch 
(/?,) enthält, so müssen in derselben (/ij), (/J*), {ßs)^ [ßa]^ {ßi\ mit Ausnahme 

Weber, Abelsche Functionen. 4 
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von (ßi) vorkommen, woraus dann hervorgeht, dass (p + ßi+ßk) ungerade 
ißt. Es enthält demnach jede der sieben Gruppen {p+ßi) die von (/3,) ver- 
schiedenen iß) und zwar alle ungepaart. 

Halten wir (/?,) fest, wählen aber statt (ßi) die andere Charakteristik 
des ersten Paares von (p+ßi)^ also (72) , so muss an Stelle der Gruppe 
(p+ß^) treten die Gruppe 

so dass wir zu demselben (ß^) ein bestimmtes zweites System ungerader 
Charakteristiken von der verlangten Eigenschaft erhalten, nämlich: 

(ßil (^2), (^3), (^4), (n\^{nl (/t). 

Da wir ferner für (ßi) jede beliebige ungerade Charakteristik nehmen 
können, so ergeben sich auf diesem Wege 2.28 Systeme von der verlangten 
Eigenschaft. Dabei aber kommt jedes System sieben Mal vor, so dass 

2 28 

nur -V- = 8 verschiedene übrig bleiben. 

Ein solches System soll ein zu der Charakteristik (p) gehöriges eoll- 
ständiges System oder kurz ein vollständiges System ungerader Charakteristiken 
genannt werden, ein Name der sich alsbald rechtfertigen wird. Die Anzahl 
aller vollständigen Systeme beträgt nach dem Obigen 8.36 = 288. 

Wir geben für die Bestimmung eines solchen Systems zunächst ein 
Beispiel. 

Es sei (p)=(ooo)? ^'^i)'^(in)' ^^^ entnehmen aus der Tafel 
die Zerlegung: 

r l/:?^--/^^^*^~roo^^ , /iio\_ /tii\ , /ioo\_/oio\ , /ioi\ 
[p+Pi) - u n; ~ voi iJ'^Ki ooj - v.oo_i>/+u 1 0; - U 1 ij'^ \iooJ 

Wählen wir (qu) Air (/Jj), so erhalten wir (leicht auch ohne Anwendun 

der Tafel): 

r j Ä^ /^001\ /nO\,/lH\ /0H\,/010\ /iOlN,/100\ 

_ /100\ , /101\ _ /H0\ , /H K _ /010\ , /OHn 

Wir haben demnach ein zu (p) = (0) gehöriges vollständiges System: 

AH\ /OOlN /Oil\ /101\ /iOO\ /ilO\ /010\ 
\HiJ^ VOH> KOOiJ^ MOO/' MOU' ^OiOy' KtiOj' 



S 



27 

In der Tafel II. findet man für jedes (p) ein vollständiges System ange- 
geben, woraus, wie wir weiter unten sehen werden, die andern leicht her- 
geleitet werden können. 

Wir beweisen nun eine Reihe von Sätzen über die vollständigen 
Systeme ungerader Charakteristiken, welche zunächst den eingeführten 
Namen rechtfertigen werden. 

VIII. Die 28 ungeraden Charakteristiken, nämlich die sieben (/?,) und die 
21 {p + ßi-Vßk) stellen zusammen alle überhaupt vorhandenen ungeraden 
Charakteristiken und jede nur einmal dar. 

Dieser Satz ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass unter den 28 er- 
wähnten Charakteristiken nicht zwei einander gleich sind. Nun kann 
aber nicht: 

ip+ßi+ß.) = (ß,) 

sein, denn nach der eben dargelegten Bildungsweise der vollständigen Systeme 
kommen die beiden Charakteristiken (/?a) und (ßt) in der Gruppe (p+ßi) 
nicht gepaart vor. Ebenso wenig kann 

ip + ß^+ß.) = (p+ß.+ßd 
sein, da sonst 

(ßd = (Ä+Ä+Ä) 
ungerade wäre, was nach dem Theorem II. §. 3. nicht möglich ist, da {ß^% 
ißk)) (ßi) in <lör Gruppe {p + ßt) vorkommen, in der sie nicht gepaart sind. 

IX. Die Summe sämmtlicher Charakteristiken eines zu (p) gehörigen eoll" 
ständigen Systems ist = (p). 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass die Summe 
aller 28 ungeraden Charakteristiken = (0) ist, was sich leicht durch wirk- 
liche Ausführung der Addition ergiebt. Daher ist auch nach VIII: 

-S(p + /?.+Ä) + ^(Ä) = (0), 
k. 



In der ersten dieser Summen kommt jede der Charakteristiken (/?.) sechs- 
mal vor, (p) dagegen 21 mal, woraus sich sofort ergiebt: 

(pH^ißi) = (0). 

X. Die 35 Charakteristiken ißi + ßk+ßi)^ für verschiedene », &, / enthalten 
zusammen alle geraden Charakteristiken mit Ausnahme eon (p) und jede 
nur einmal. 

4* 
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Bereits unter VIII. haben wir die Bemerkung gemacht, dass die 
Charakteristiken (ßi+ßt+ßi) alle gerade und von (/>) verschieden sind. 
Es bleibt also nur zu zeigen, dass nicht zwei derselben feinander gleich 
sind. Zunächst folgt schon aus dem unter VIII. Bemerkten, dass nicht 

(Ä + Ä+Ä) = (ß.+ß^ + ßr) 
sein kann, wenn einer der Indices i, k, l einem der ♦', &', T gleich ist 
Ebenso wenig kann aber diese Gleichung bestehen, wenn die sechs Indices 
f, k, l, i', &', t alle verschieden sind, denn bedeutet tn den siebenten Index, 
so würde hiemach aus IX. folgen (p + /?„.) = (0), was nicht möglich ist. 

Wir wenden diese Sätze an, um zu zeigen, wie man aus einem als 
bekannt vorausgesetzten vollständigen System alle übrigen herleiten kann. 
Ist (JS,), (A), (/?,), (/?4), (ßs), ißti), ißi) ein zu (p) gehöriges vollständiges 
System, so ergiebt sich zunächst, wie schon oben gezeigt, (p. 26), ein 
zweites, zu demselben (p) gehöriges vollständiges System: 

{ß.\ iP+ßi+ß^), ip+ßi+ß^), iP+ßi+ß.\ (P+Z^i+A), ip+ßi-\-ßo\ (/»+/?.+/?,). 
Nach der Analogie bildet man hieraus die zu demselben (p) gehörigen 
übrigen Systeme, die wir hier zusammenstellen: 

,u^i\ ifi^), (/^), (A), (/^s), (/?«), (y?,), 

(/?.), iP^ßx+ß^), (p-t-A+/?3), (/>+/?.+Ä), (P+/5.+Ä), iP^ß.+ßo\ (P+/?1+A), 

(f'+A+Z?.), (A), (P+A+A), {p^ß2^ß*\ (P+/J.+A), (/»+A+/?c), {p^ß^^ßl\ 

(P+A+/?.), (P+A+/?..), (/^3), (;»+/?3+Ä), ip^ß^+ßs), {p^ßz+ß,\ ip^ß.+ßi\ 

(p+/?,+/5.), (p'/?4+A), (/»+A+A), (ß*), (P+/?4•^/?s), {p+ßA+ßo\ {p+ß*+ßil 

ip+ßs^ß,), (P+A+/9,), {p^ß,i-ß,% {P^ß,+ß,), {ßs\ (p+Ä+/?6), (Pt-A-A), 

ip+ßo-^ß,), ip^ßo^ß,\ ip^ßo^ß,): (f+ÄV^«), ip+ßo+ßs), (Ä), (P+ZV/^t), 

{p+ß,+ßd, ip+ß,+ß,\ {p+ß,^ß,), (P+A-^Ä), (P^A+A), (p+Ä+/?0), (/?7). 

Um die zu einer bestimmten anderen Charakteristik (q) gehörigen Systeme 
zu finden, setzen wir, wozu wir nach X. berechtigt sind: 

ig) = (/5.+A+Ä), 

und bilden die Gruppen: 

C9+ä)=CÄ+A)=(p+ä+ä)+(p+ä+ä)=Cp+ä+A)+(p+A+A)=(p^ä+ä)+(p+ä+ä), 

= (p+Ä +Ä) + Cp+Ä^ Ä)- Cp+ä +Ä) + (P+Ä+A), 

(9+ A) =(Ä +A) -(p + Ä ^ Ä) + Cp+Ä-^ Ä) - (p+ A +A) + Cp+ä +ä) = Cp' A +ä) + (p-J A +Ä). 

=Cp+A+Ä)+(p+A-tÄ)=(p+A-A)+(p+Ä+A), 
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woraus hervorgeht, dass: 

(Ä), (ß,\ (p + Ä+/?3), {p + ß^ + ß.\ ip + ßl+ß.). {P + ßi + ßo\ (p + ß.+ßl) 

ein zu {g} gehöriges vollständiges System ist. Bildet man nach der oben 
angegebenen Methode die übrigen zu (q) gehörigen Systeme, so ergiebt 
sieh folgende Zusammenstellung: 

m, (Ä), {P^ß2-^ß.l {P^ß^^ß.\ (P-^A-^A), (P^ßi-^ßo\ {P^ßi^ßl\ 

(A), (/^l), {P^ßz^ßl\ (P^/?2+Ä), {P^ß2^ßs\ {P^ß2^ß0\ {P^ß2^ßl\ 

(A), (/?0, {p^ß^^ß.\ {P^ß^^ß.\ {P^ßz^ß.\ {P^ß.^ß^\ {P^ß^^ßi\ 

{p^ß,-vß,\ {p^ß^-^ß,\ {p^ß,^ß.\ {ß,\ {ßs\ {ß.\ ' {ßl\ 

ip^ßi-^ß.\ {P^ßr^ß.\ ip^ßz^ß.\ (Ä), {p^ß.^ßi\ {p^ßi^ßs\ (P+A-^Ä), 

ip^ßi^ßs\ {p^ß.^ß.\ {p^ß,^ß.\ {p^ßo^ßi\ (ß.\ {P^ßi^ß.\ ip^ß.^ßol 

{p^ßi^ßo\ (/^+Ä^Ä), (P^Ä^Ä), {p^ßs-^ß,\ {P^ßi^ß.\ Kß^\ ip^ß.^ßsl 

{p^ß.^ßi\ {p^ß2^ßi\ {p^ßz^ßi^ {p^ß.^ßc:), {P^ße^ß.l {p^ß.-^ßs\ ißi\ 

XL ht (r) eine beliebige Charakteristik y die weder gleich (/?) noch gleich 
einem der (ß) ist, so sind r>on den acht Charakteristiken (r), {r+p+ßi\ 
{r+p + ß,\ {r+p+ß,\ (r+p + ß,), {r+p + ß,\ {r+p + ß^\ (r+p + ß,) 
immer fünf gerade und drei ungerade. 

Ist nämlich (r) ungerade, so kann man nach VIII. setzen; 

(r) = (P+/9. + Ä), 
und es sind von den obigen Charakteristiken 

(r), {r+p+ß,)^{ß,\ {r+p+ß,)=={ß,) 

ungerade, die übrigen, die in der Form {ßi+ßk+ßf) enthalten sind, gerade. 
Ist dagegen (r) gerade, so kann man nach X. setzen: 

(r) = (/?,+/?,+/?,), 
und es sind 

{r+p+ßd = {p + ßn+ß,\ (r+p + A), {r+p+ß,) 

ungerade, die übrigen nach IX. und X. gerade. 

XIL Ein vollständiges System ungerader Charakteristiken ist auch durch die 

Eigenschaft definirt, dass die Summe f>on je dreien derselben eine gerade 

Charakteristik ist, 

Dass einem vollständigen System diese Eigenschaft zukommt, haben 
wir bereits unter X. gesehen. Dass auch umgekehrt jedes System von 
sieben ungeraden Charakteristiken (/?i), (/?.), {ß^\ {ß^\ {ß^\ (/:?c), O^t), welches 
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die Eigenschaft hat, dass die Summe von je dreien derselben eine gerade 
Charakteristik ist, ein vollständiges System ist, beweisen wir wie folgt: 
Nach der Voraussetzung kann die Gruppe 

keine weitere von den Charakteristiken (/?) enthalten. Es müssen also 
nach 3, §. 3. die beiden Gruppen 

ig') = ißi+ri) = (/?2+y.), ig") = ißi+r2) = (/^a+yO 

die Charakteristiken (/Sa), (/S*), (ßs), (ße)) (ßi) enthalten, aber jede derselben 
nur einmal und keine zwei gepaart. 

Es wäre nun möglich, dass von den beiden Gruppen {g'\ (^") die 
eine drei, die andere zwei, oder die eine vier, die andere eine von diesen 
fünf Charakteristiken enthielte. Im erstereü Fall wäre etwa: 

ig') = ißz+r^) = (Ä+y*) = (I'fs+rs). 

Diese Annahme ist aber unzulässig, denn es müsste dann nach L §. 3. 
die Gruppe 

(ft) = (/56+/37)=(y6 + y7) 

mit (jg') vier Charakteristiken gemein haben, von denen in {g') zweimal je 
zwei gepaart sind. Da aber fünf der sechs Paare von {g') je ein (/?) ent- 
halten, so müsste auch in (Ä) noch ein weiteres (ß) vorkommen, was der 
Voraussetzung widerspricht. 

Es bleibt daher nur eine Möglichkeit übrig wie: 

ig') = (/?3+y3) = (/?4+n) = ißs+n) = {ß6+n\ 

und es wird, wenn (p) eine gerade Charakteristik bedeutet: 

(iy') = (P + /?7)=(/3l+^) = (/?. + y2) = (/?3 + r3)=(/^4+y4) = (/?5 

Die Gruppe (p + ße) = (y^+ß-) hat niit dieser nach L §. 3. sechs ungepaarte 
Charakteristiken gemein; unter diesen aber kann keine der (yO, {y^)^ (/a), 
(^4)5 (ys) sein, denn wäre etwa: 

ip + ße) = (yi + /?i), ip+ß.) = (n + ßi)^ 
so würde daraus folgen: 

{fii+ß,+ßi) = (/?;), 
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gegen die Voraussetzung. Demnach haben wir die beiden Gruppen: 

ip+ß.) = ißi+n) = ißi+ri) = (ß2+r'd = iß^+r^) = iß.+r'*) = (ß.+r's)^ 

wodurch mit Rücksicht auf VII. unsere Behauptung bewiesen ist 
XII. Vier beliebig gegebene ungerade Charakteristiken, welche der Bedingung 
genügen, dass die Summe von je drei unter ihnen eine gerade ChtP- 
rakteristik ist, gehören zwei bestimmten vollständigen Systemen an. 
Sind nämlich (/?i), (/?2), (A), (ß^) vier ungerade Charakteristiken 
mit der verlangten Eigenschaft, so lassen sich (nach §. 3. 2. und 3.) fol- 
gende Gruppen aufstellen: 

(/?i+Ä) = (^+y4) = (y3+A 
(A+/?3) = (y2+y3) = (y;+A 

Diese Zerlegungen entnimmt man unmittelbar aus der Tafel I. Es genügen 
drei derselben, aus denen die drei andern folgen. Dadurch sind die sechs 
Charakteristiken ^2? ;'3, yi? 74, yi? yi bestimmt, und zwar auf zwei Arten, da 
man in der vorstehenden Zerlegung (^4), (yi), (^2) vertauschen darf mit 
(yy\ (/s)? (?'*)• Setzen wir nun, nachdem die (y) bestimmt sind: 

(p) = {ß^j^ß^j^y^^ welches gerade ist, 
so haben wir folgende Gruppen: 

(/^+/?i) = (/:?2+y2) = iß, + Y^) = (/?4+n), 

{p + ß.) = (/^i + ^2) = (Ä+yi) = (/54+y;), 
und die drei noch fehlenden Charakteristiken des betreffenden vollständigen 
Systems (/^g), (/?o), (/??) bestimmt man in der oben erläuterten Weise durch 
die vollständige Aufstellung dieser beiden Gruppen. 

Wir veranschaulichen dies Verfahren durch ein beliebig gewähltes 
Beispiel. Es sei: 

w=(!Si), w=(!?i), (/».)=(l^i). (A)=(Sli), 

c/'.+«=o=ai)+a?i)-(f?i)+(?si). 
• (/».+« =(i?s)=asi)+(??i)= 0+0. 

(/'.+A)=0=Cl)+ai!) = (?S!)+(?il)- 
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Wir haben daher zu setzen: 

w=0, w=Cl), w=(r,> w =(??!). W)=(?i!), 

oder: 

w=(?J!). w =(??!> w=C). w=(i?l). w)=ai!> 

und wir erhalten: (p) = (q| jj, oder (p) = (m j- 
Wir haben dann die beiden Gruppen: 

, .,.-, /010\ /iOO\,/H0\ /IOOx./HOn /001n,/0H\ 

(p+/'i) =(^ih; = Uoo;+kojji; = uoi;+loio; = UoiJ+kHo; 

-r<^01\ , /01i\ /IIK , /101\_ /IHN /idlN 

-Uoi;+voiOy' ~uooy"^voii>/~Uoiy^"'"\no> 
<.p+P2; -;^i Qij - Uooy+Vooiy - Vooiy+kioo/' - vi io/"'"Uny^ 

_/100n , /H0\ _/001\ . /0H\ _/001\ , /OHn 

-Viiiy'^voio; -Uiiy'*'Uio>'~Vniy"^^oio> 

oder: 

_/ioi\ , /oii\ _/ioi\_, /oii\ _/ooi\ , /m\ 
~"Vooi>/'^Voioy ~uiOy'"^uoi>' -uh;'^uoo> 

Daher haben wir folgende beiden vollständigen Systeme, denen die ge- 
gebenen vier Charakteristiken (/?) angehören: 

/^N ^ ^i<lV ^lOlN /lOlN /Hl\ /Oi1\ /0H\ /H0\ /H0\ 
^ ^P^'-'KOiiJ' KiOOj^ \\iOj^ KiOOj^ KOiOj^ KiiOj^ V010> \i)\ij' 

. s _ /oii\ /ioi\ /ioi\ /in\ /oii\ /iii\ /oio\ /oio\ 
^P^ - KiMj' uoo;' \\ioJ^ KiooJ^ voio> Voio;' VHOy' \HiJ' 

XIU. iSec^ beliebige Charakteristiken eines vollständigen Systems kommen 
immer in einer und nur in einer Gruppe vor, in der keine zwei ge- 
paart sind. 
Denn zunächst kommen, wie bereits oben gezeigt, (/Ji), (/?2), (ä), 

(ß*)i (ßs\ (ße) in der Gruppe (p + /i^?) in der verlangten Weise vor, da wir 
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die Gruppen haben: 

dass nicht eine zweite Gruppe (k) bestehen kann von der Beschaffenheit: 

(*) = (ßi+ri) = iß2+r2) = (Ä+ya ) = (/?4+yi') = (/?5+y5 ) = ißo+r'^\ 

ist hiemach eine unmittelbare Folge von VI. §. 3. 

XIV. Drei beliebige Charakteristiken eines vollständigen Systems kommen 

immer in einer und nur in einer Gruppe tor^ welche keine der übrigen 

des Systems enthält. 

Wenn nämlich eine Gruppe {g) die Charakteristik (/?;) enthalten soll, 
so muss (5r+/3i) ungerade, also entweder = (/?ä) oder =. (;?+/?,, 4-/?;^) sein. 
Im ersten Fall würde aber {g) nur (/?,) und (/?,,), und zwar gepaart ent- 
halten, also muss fUr unsere Voraussetzung 

ig) = {p+ßi+ßH+ßk\ 

und wenn in {g) nicht mehr als drei (ß) vorkommen sollen, so müssen 

f^ hy k verschieden sein. Ist diese Bedingung eifüUt, dann kommen auch 

umgekehrt in {g) (ßi\ (ß^)^ (/?*) und keines der übrigen (ß) vor. 

XV. Als Corollar aus diesen Sätzen folgt noch, dass in einer beliebigen 

Gruppe entweder zwei gepaarte oder drei ungepaarte oder sechs un- 

gepaarte Charakteristiken eines rollständigen Systems vorkommen, 

§.5. Das Additionstheorem der i?--Functionen. 

Es wurde oben in §. 1. nachgewiesen, dass alle 0-Functionen zweiter 
Ordnung linear und homogen mit constanten Coefficienten durch acht unter 
ihnen ausdrückbar sind, und wir können zu dieser Darstellung acht be- 
liebige wählen, vorausgesetzt nur, dass zwischen ihnen keine lineare homo- 
gene Gleichung mit constanten Coefficienten besteht. Ein solches System 
von acht 0-Functionen zweiter Ordnung, welches für unsem Zweck ganz 
besonders geeignet ist, ist das folgende: 

»\u,\ »'{p+ßiKu,\ »'{p+ß^Ku,), »'{p+ß,\{u,\ ^'{p+ß4{u,\ 

»'{p+ßs}{u,), »'{p+ßoKn,\ &'{p+ß,Ku,\ 

wenn (/?,), (/'2), (/^a), 0^4), ißs), ißc), (/?-) ein beliebiges zu (p) gehöriges 
vollständiges System ungerader Charakteristiken bedeutet. 

Wir weisen zunächst nach, dass zwischen diesen Functionen keine 

Weber, Abelsche Functionen. O 
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lineare homogene Gleichung mit constanten Coöfficienten stattfindet Setzen 
wir der kürzeren Bezeichnung halber zu diesem Zweck 

ip) = (/?o), 

80 würde eine solche Gleichung die Form haben: 



In dieser Gleichung substituiren wir für die Argumente ti| , tij , »3 ein System 
zusammengehöriger halber Perioden mit der Charakteristik (ßj) welches 
wir durch iß[^\ i/52*\ ißi^ bezeichnen, worin k jeden der Indices 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7 bezeichnen kann. Es verschwindet alsdann, vermöge der 
Fundamentaleigenschaft der vollständigen Systeme ungerader Charakteristiken, 
in der vorstehenden Gleichung alle Glieder bis auf eines, und dieselbe re- 
ducirt sich auf: 

Falls nun, was der allgemeine Fall ist, von den geraden ^-Functionen 
keine für die Werthe der Argumente verschwindet, so folgt aus dieser 
Gleichung 0^ = und unsere Behauptung ist nachgewiesen. 

Sonach können wir durch diese acht Functionen jede 0-Function 
zweiter Ordnung linear ausdrücken. Eine solche Function ist aber auch 
das Product ^inf,+f)^)d-{Uf,—f)f^)^ und daher besteht eine Gleichung von 
der Form: 

(1.) &{u,+ r>H)»iu,^t,) = 2;«.-^'{p+Ä)W, 



worin die Coöfficienten ö^ zwar von den Grössen «ii, «I2, «3 unabhängig, 
aber noch von ri, €2, €3 abhängig sind. 

Um diese Coefficienten zu bestimmen, setzen wir wieder: 

wodurch auf der rechten Seite von (1.) alle Glieder, mit Ausnahme von 
einem wegfallen, und es ergiebt sich: 

Setzen wir: (;,) = Q;;^^), (/?*) = (^P^p^|J). so können wir mittels 

der Formeln (5.), (6.) §. 2. (p. 16.) der letzten Gleichung die Gestalt 
geben : 
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wenn, was in der Folge immer geschehen soll, die Argumente der i9-Func- 
tionen nicht geschrieben sind, wenn sie die Werthe haben, und 

gesetzt ist. Demnach ergiebt sich aus (1.) die fundamentale Formel: 

ts=U 

Aus dieser Formel erhält man eine allgemeinere, wenn man füx u^^ Ui^ u^ 

setzt «i+l©!, tt2+i«>i, tt3 + i«>3? wenn iö>i, icöj, ^0)3 ein beliebiges System 
zusammengehöriger halber Perioden bedeutet mit der Charakteristik: 

Man findet, wieder mit Anwendung von (6.) §. 2. 

Setzen wir hierin noch ii == so ergeben sich Ausdrücke , durch welche 
die sämmtlichen Quadrate der i^-Functionen linear und homogen ausgedrückt 
sind durch acht derselben, nämlich: 

Unter XI. §. 4. ist nachgewiesen worden, dass, falls (©) mit keinem der 
(ß,) überemstimmt, von den acht Charakteristiken (p + cö + A) immer fünf 
gerade und drei ungerade sind. Daraus folgt, dass auf der rechten Seite 
von III. immer nur fünf von den Functionen 0''^\ßi\{f^h) wirklich vorkommen, 
während drei ausfallen. Es lässt sich daher das Quadrat einer «f^-Function 
linear und homogen durch fünf andere ausdiUckeu; fünf sind aber im all- 
gemeinen Fall zu diesem Ausdruck auch immer nothwendig. *) 

*) In dem besonderen Fall, wo eine der geraden i9'-Functionen für die Werthe 
der Argumente verschwindet, welcher auf die hyperelliptischen Functionen führt, er- 
geben sich aus III. lineare homogene Gleichungen zwischen ftlnf ^-Quadraten. Dieser 
Umstand wäre von Nutzen, wenn man die Theorie dieser Functionen von den d'-Func- 
tionen aus begründen wollte, in der Weise wie die Theorie der hyperelliptischen 
Futictionen erster Ordnung von Göpel (^Grelle» Journal Bd. 35. p. 277) und Rosenhain 
(M^moires präsentes de Tinstitut de France, Tome XL p. 361) aufgestellt ist. Im all- 

femeinen Fall besteht erst zwischen sechs iS^-Quadraten eine lineare homogene Gleichung, 
^ie Verallgemeinerung der erwähnten Theorie, die principiell möglich ist, verlangt die 
Zuziehung von Gleichungen höherer Ordnung zwischen fllnt i9'-Functionen, ein Umstand, 
der die Durchfllhrung der Untersuchung ausserordentlich erschweren dürfte. (Vgl. hierüber 
eine Mittheilung von Weierstrcus in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
21. Dez. 1869.) 

5* 
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Die gefiindenen Resultate lassen sich noch weiter verallgemeinem, 
nnd führen zu Formeln, die uns in der Folge gute Dienste leisten werden. 

Setzen wir zu diesem Zweck in L an Stelle» von w^, <?a resp. u^+^Wf,, 
^h+i^h9 indem wir unter iti, tr2» itj einstweilen ein ganz beliebiges Grössen- 
system verstehen, so ergiebt sich: 

(2.) &'\p\ »(u,+t,+w,:)»(u,.-v;) 

und wenn in dieser Formel für die Veränderlichen ©,, successive acht Systeme 
zusammengehöriger halber Perioden gesetzt werden mit den Charakteristiken: 

(0), {p + ß^\ {p + ß2\ (p+/?3), ip + ß,\ ip+ßs), (p+ßo\ {p + ßi), 

80 folgen daraus acht lineare Gleichungen, vermöge deren man die acht 
Functionen 

linear und homogen ausdrücken kann durch die acht Producte: 

vorausgesetzt, dass zwischen diesen letzteren Functionen keine lineare 
homogene Gleichung mit constanten Coefficienten besteht. Dass dies aber 

» 

nicht der Fall ist, davon überzeugt man sich auf demselben Wege, der 
oben zu einem ähnlichen Zweck eingeschlagen wurde, (p. 34.) 

Substituirt man die so gewonnenen Ausdrücke in III., nachdem in 
letzterer Formel «?* durch «A+itt^A+i/^r^ ersetzt ist, so gelangt man zu 
einer Gleichung von folgender Form: 

(3.) ^'|ö5!(%+itrA) = '2ai^\p+ßi\{u,+tOn)»\p^-ß,\(u,\ 

worin die Coefflcienten a^ von den Uj, unabhängig, aber noch von den Wj, 
abhängig sein werden. Um dieselben zu bestimmen, setzen wir wie oben: 

(«1,112, «3) - {W\m'Aßi''\ 

und erhalten: 

»'m^ß^'+^^n) = a,&\p+ß,\{\ß^^^+w,)&\p+ß,\{\ß^^\ 

wofür man nach (6.) §. 2. schreiben kann : 
woraus sich endlich die Formel ergiebt: 
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(4.) »\p\»\p\iw,)S'\m\{u,+\u>,) 

Wir specialisiren diese Formel, indem wir für ir,, «?2, w^ ein beliebiges 
System zusammengehöriger halber Perioden ^qi, ^^27 j^g^ mit der Cha- 
rakteristik 

(?) = CiYi) 

' *! *t •a 

setzen, nnd, was stets auf mehrfache Art möglich ist, die gerade Cha- 
rakteristik (p) so wählen, dass auch {p-Vq) gerade ist; wodurch man 

erhält * 

IV. »\p\»\p + q\S-'\ai\iu,-^\q,) 

z=3 

Wir stellen endlich noch eine Reihe von Formeln auf, welche zu 
einer vollkommen entwickelten und verhältnissmässig sehr einfachen Darstel- 
lung des Additionstheorems der sechsfach periodischen Functionen führen. 

Substituiren wir in (2.) fiir ^'^\p + ßi\{ujc\-\w^ die aus (4.) folgenden 
Ausdrücke, wenn in letzteren (ö)) = (p+Ä) gesetzt ist, so ergiebt sich eine 
Gleichung von folgender Gestalt: ^ • 

worin die Coefficienten a, von «, unabhängig sind. Wir bestimmen die- 
selben auf dem gleichen Wege wie oben, und erhalten: 

Hieraus ergiebt sich eine specielle Formel für (p) = (0). Bezeichnen wir mit 
{ß^i^^) ein zur Charakteristik (p) = (0) gehöriges vollständiges System un- 
gerader Charakteristiken, so dass (/?,^*^^) = (0) ist, setzen ausserdem noch 
10^ = und dividiren V. durch die so erhaltene specielle Formel, so folgt: 



*-^jO) ^CwA + r,0 



1=7 

1=0 



'^*'{/9<"))(«),^'{/J(")l(r) 



1=0 
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Hieraus ergiebt sich das Additionstheorem der sechsfach periodischen Func- 
tionen zweiter Ordnung, d. h. eine Formel, vermöge welcher die Functionen 

X jT"^ rational ausgedrückt sind durch die gleichen Functionen, die 
resp. nur von den Veränderlichen ti^ und r^ einzeln abhängen, wenn man 
für das noch willkürliche Grössensystem w,, ein beliebiges System zusam- 
mengehöriger halber Perioden mit der Charakteristik 

setzt, und zugleich die gerade Charakteristik [p] so wählt, dass auch (p+c) 
gerade ist. Man findet auf diese Weise: 

VT ^{p|^|p + <| ^l*}(«* + gO 
V>'|0} * i^C«* + «'a) 



t=7 



.»N 



1=0 



^) £b läBst sich diese Formel, ohne dass ihr allgemeiner Charakter geändert 
wird, leicht so yerallgemeinem, dass auf der linken Seite eine beliebige andere ge- 
rade ^-Function im Nenner anftritt. Zu dem Ende vermehren wir die Veränderlichen 
tiA in der Formel V. um ein System zusammengehöriger halber Perioden mit der 
Charakteristik 

wodurch dieselbe übergeht in: 

&{p\ &{p\(u>^) ^{p,\(un + V, + Wh) ^IPo }(«a - ©a) 

i=0 

Nehmen wir nun an, es sei (p^) eine gerade und /$("), ß^^^^-*ß^}^^ ein zu dieser ge- 
höriges vollständiges System ungerader Charakteristiken, so dass: 

und setzen in der vorstehenden Formel (p) = (pj, (/?,) = (/9^0i ^h = 0, so folgt: 



1=/ 



»=(J 

Wenn man in der ersteren Formel für tOh ein System zusammengehöriger halber Perioden 
mit der beliebigen Charakteristik CPo+0 setzt, (p) so wählt, dass (p+Po+O gerade 
ist, und die so gewonnene Formel durch die zuletzt gefundene dividirt, so erhält man: 

r-n2-fn(OWmOJ)nl ^\P\ ^{P + Po + ^| ^{MC«/i + cQ 

^ ^ ^'iPol ^{PoK«A+^/0 

^ 1=0 



t^7 



^ (_l)^(K.VWÜ)+^.V'n(«), ^«j^U)},;^^) ^*{/«*^nC«A) 



f-0 



(Nachträglicher Zusatz.) 
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Die Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichungen haben flir alle 
(e) den gleichen Nenner. Zähler und Nenner enthalten je acht Glieder, 
und wir haben daher das Additionstheorem in ganz analoger und verhält- 
nissmässig nicht minder einfacher Gestalt, wie die, welche das gleiche 
Theorem bei den elliptischen und hyperelliptischen Functionen erster Ordnung 
annimmt*). Man hat übrigens in VI. für ein gegebenes (e) eine grosse 
Anzahl verschiedener Darstellungen des Additionstheorems, da man (p) und 
das zugehörige System (/?,), ebenso das System (/?f^) auf mannigfaltige 
Art wählen kann. 

§. 6. Relationen zwischen constanten Werthen der ^-Functionen. 

Setzen wir in den Formeln des vorigen §. für die veränderlichen 
Grössen constante Werthe, vorzugsweise Systeme zusammengehöriger halber 
Perioden, so ergiebt sich ein grosser Reichthum von speciellen Formeln 
der mannigfaltigsten Art zwischen den Werthen, welche die geraden ^ Func- 
tionen für die Werthe der Argumente annehmen. Wir leiten hier die 
einfachsten und für die Folge wichtigsten dieser Formeln ab, die wir zur 
besseren Uebersicht in drei Classen theilen, und erläutern jede derselben 
durch ein Beispiel. 

1. Setzen wir in der Formel III. §. 5. für die Argumente «i, «2, <?3 
ein System zusammengehöriger halber Perioden mit der Charakteristik {0>+q\ 
worin 

so findet man: 

I. i-l)^^'""'^^»''\p\9'\q\ = J'(_l)-z"cW'>'M''«)^'(;,+a,-|./9.jd'|^-l-a>-|.y9.j. 

Nehmen wir zunächst {q) = {p) an , so erhält man hiernach ^{p} ausge- 
drückt durch fünf andere vierte Potenzen von ^-Functionen für die Werthe 
der Argumente. Nehmen wir beispielsweise an: 



*) Ueber die letzteren Functionen vgl. die Abhandlung von Königsberger in BarchardU 
Journal Bd. 64. p. 17. 

Es scheint, dass diese einfache Gestalt des Additionstheorems mit den ^-Func- 
tionen dreier Variablen abschliesst, weil bei den Functionen mit mehr als drei Va- 
riablen Systeme von Charakteristiken, wie die welche wir hier vollständige genannt 
haben, nicht mehr existiren. 
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o,)=(,)=(0), (/?,)=(ii!), (/3.)=0, (/J.)=C1). w=(!Si). 

w=(is?). w=ais), w=(?is). 

80 ergiebt sich: 

Nehmen wir dagegen in I. {q) ungerade an, so erhält man auf der linken 
Seite und auf der rechten Seite bleiben, wie leicht nach §. 4. zu bewei- 
sen ist, nur vier Glieder übrig. Es seien z, B. die Annahmen über (p), 
(y3), (öJ) dieselben wie oben, dagegen sei 

dann ergiebt sich: 

*" P *' Q +^' ra *' 111?| -*' Q\ «' Ä! + *■ Itwi *' !P = 0- 



2. Eine andere Classe von Formeln, welche die Differentialquo- 
tienten der ungeraden i^-Functionen flir die Werthe der Argumente ent- 
halten, folgt aus der Formel V. §. 5. Wir setzen in derselben flir die 
Argumente w^ ein System zusammengehöriger halber Perioden mit der 
Charakteristik {q) von der vorausgesetzt sei, dass {p + q) ungerade ist, und 
für «Ä ein System zusammengehöriger halber Perioden mit der gleichfalls 
als ungerade vorausgesetzten Charakteristik (p + r). Dadurch geht aus V. 
§. 5. eine Gleichung hervor von der Form: 



t— / 



(1.) i:ei&\r+q+ß,\&\r + ß,\&\q+ß,\iv,)&mf>,) = 0, 



i=U 



worin die Coefficienten «. = ±1 sind. 

Um diese Formel etwas genauer zu untersuchen, bemerken wir zu- 
nächst, dass nach unserer Voraussetzung sowohl {q) als (r) dargestellt 
werden können durch die Summe von zwei Charakteristiken (ß). Ist nun 
ip+g+T') gerade, so haben diese beiden Darstellungen kein (ß) mit ein- 
ander gemein, und wir setzen: 

(r) = {ß,+ß,\ {q) = {ß. + ß,\ {p + q + r) = {ß,+ß2 + ß,). 
Daher sind die Charakteristiken 
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{r+q + ß,\ ir + q + ß,\ (r + q + ß,) 

ungerade, und es bleiben in der Gleichung (1.) nur zwei Glieder übrig, 
welche gleich und entgegengesetzt sind, so dass dieselbe identisch wird. 
Ist dagegen {p + q+r) ungerade, so können wir setzen: 

r=={ßs+ß\ q^{ß,+ß,\ (r+(?) = (/?5 + /?7). 
Daraus ergiebt sich, dass folgende Charakteristiken ungerade sind: 

(r+p), {r + ß,\ (r + /?o), 

ir+p + q\ (r + 9 + /?5), (r + ^ + Z?:) 
und folgende gerade: 

(r + ß,\ (r + /?,), (r + ß,\ (r + ß,\ 

(5^+r+/^i), {q + r+ß,\ {q + r+ß,\ {q+r + ß,\ 

{q-\ /?.), iq + ßd. iq+ß.\ (?+Ä). 

Es bleiben daher in der Gleichung (1.) nur vier Glieder übrig und dieselbe 
erhält die Form: 

{Aa\ß,\{f>,)»\ß,+q\{v,)+A,a\ß,\^^^^ 

wo die Ausdrücke flir die Coefficienten A^ ^2, ^3, A^ zwar aus (1.) herge- 
leitet werden können, leichter aber, wie alsbald gezeigt werden wird, direct 
gefunden werden. Zunächst aber bemerken wir, dass nach XII. §. 4. in der 
Formel (2.) die vier ungeraden Charakteristiken (/i,), (//i), (/ia), {ß^) ganz 
beliebige sein können, vorausgesetzt nur, dass die Summe von je dreien 
derselben gerade ist. Wir bestimmen dann, nach XII. §. 4. eines der beiden 
vollständigen Systeme, zu welchen diese gehören, und setzen {q) == {ß +ß'). 
Um nun die Coefficienten A zu bestimmen, setzen wir in (2.) fllr die 
Veränderlichen r^ der Reihe nach die Systeme zusammengehöriger halber 
Perioden mit den Charakteristiken: 

{ßl+ß2+ßs+ß,\ 

{ßi + ß.+ßs + ß^X 

Dadurch ergeben sich aus (2.) drei Gleichungen, von denen jede, wie man 
sofort übersieht nur zwei der Coefficienten A enthält, und aus denen man 
die Verhältnisse derselben, auf die es allein ankommt, bestimmt. Man findet 

Weber, Abelsohe Functionen. 6 
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leicht, wenn man die frühere Bezeichnung 



/ 1/(*) vi*) vi') 



festhält, die nachstehenden Ausdrücke: 



(3.) 



A, 
A, 









Differentiirt man nun die Gleichung (2.) nach jeder der darin vorkommenden 
Veränderlichen e, , e^ , »3 und setzt nach der Differentiation «, = «, = «j, = 0, 
so erhält man drei Gleichungen, welche sich mit Benutzung der Bezeichnung: 



dvi 



T,— v,— n- II 



= »m 



(5.) 



folgendermassen schreiben lassen. 

B,»[\ß,\-^B,»\\ß,\+B,a[\ß,\ + B,»[\ß,\ = 0, 

(4.) {B,9',\ß,\ + B,»;\ß,\+B,»',\ß,\ + B,&:,\ß4 = 0, 

B,»;\ß,\^B,9',\ß,\^B,&'M+B,»;\ß,\ = 0, 

worin die Coefficienten B folgende Bedeutung haben: 

B, = {-l)^>''''^^'''''''''^^'''^^ß^ + ß,+ß,\^ß,-t-ß, + ß^&\ß^+ßs+ßl 

B, = {-1)^"'''^^'''+ ''''^'''''^»Iß,-^ ßo-^ßi\&\ß. + ß, + ßs\»\ß, + ßs + ßeU 

B, = i-l)^'''''^'''''-''''''^'''''^»\ß,+ßo+ßi\^\ß, + ß,-\-ß^\^^^^ 

Durch Auflösung des Systems (4.) nach den als unbekannt betrachteten 
Bi, jBj, Bi, ß« leiten wir folgendes wichtige Formelsystem her: 

in. Br.B,:B,:B, = [AÄÄ] : - [ßiß^ß*] = WißAI : -[/?. AA] 
wenn wir uns zur Abkürzung des Zeichens li^edienen: 

^il/^l, &\\ß,U 9\\ß,\ 

»^m, »m. »'M 

&'M, &',\ß,\, 9;\ß,\ 
Wir wählen als Beispiel das schon öfter benutzte: 



= [ß^ßyß*]' 
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w=(!ll). <ß')<o1\y w=C). w=(12i). w)=(l!;^, 

wodurch wir zunächst erhalten: 

^i = ^l23iri322)'*|222p ^^ = ^il31( ^|222! ^|l22!' 
i?3=^jl2i|^J212!'^il12^ ^* = '*!22o!'*|3n!^|2H 

Hier dürfen nun nicht ohne Weiteres die Elemente der Charakte- 
ristiken auf ihre kleinsten Reste (modulo 2) reducirt werden, sondern es 
muss bei dieser Reduction auf die Aenderung der Vorzeichen der i5^-Functionen 
Rücksicht genommen werden nach der p. 14 gegebenen Vorschrift. Damach 
darf die Reduction in der ersten Reihe der Elemente einer Charakteristik 
ohne Weiteres vollzogen werden. Wird dagegen ein Element der zweiten 
Reihe um zwei vermindert so muss das Zeichen der ^-Function geändert 
werden oder nicht, je nachdem über diesem Element in der ersten Reihe 
1 oder steht. Demnach können wir setzen: 

Äx = i*jon|^jioo}*{ooo|' ^2"=~'*jiii!'^|ooo!^|ioo!' 
Ä3 = ^{ioi!^joio)^inop ^* = ~^|ooo|^|hi|^|oh!- 



3. Eine dritte Classe von Formeln, die wir gleichfalls später an- 
wenden werden, ergiebt sich aus der Formel (2.), wenn wir für die Argumente 
r,, ein System zusammengehöriger halber Perioden setzen, dessen Charakte- 
ristik (cö) wir so wählen, dass in dieser Formel nur drei Glieder übrig bleiben, 
während das vierte fortföllt. Sollen die drei ersten Glieder stehen bleiben, 
so muss (cü) der Bedingung genügen, dass: 

gerade Charakteristiken sind, während von den beiden 

wenigstens eine ungerade ist. Man sieht leicht, dass diese Bedingungen 
nur durch die Annahme befriedigt werden können: 

(ö)) = (/?4+/?6) oder (cD) = (/?4+/?7). 

6» 



44 

Bei allen anderen Annahmen über (ö)) (die hieraas nicht durch Vertau- 
schung von /9, ,/?!!, /?3 , /?4 hervorgehen) wird die Gleichung (2.) identisch, nur 
fUr (0) = (ßi+ ßo) oder {(B) = (ß^ + /?,) ergiebt sich ans (2.) eine Relation mit 
vier Gliedern. 

Setzen wir daher ro = (A+Z^e)? so folgt aus (2.): 

wenn (,,) = Q«.y gesetzt ist. 

Nach unserer speciellen Annahme ergiebt diese Formel: 

^)100| aiOOO) ailOi) njOOl) 

^looirlioir >oooriioo( 

= ^lioir iooir lioor ioooi+^iiiir (Oli(^|lloi^io^o(• 
Beim Gebrauch dieser Formel kann ein beliebiges System der (ß) zu 
Grunde gelegt werden; behält man aber auch ein und dasselbe System der 
(ß) bei, so erhält man aus IIL eine grosse Zahl von besonderen Formeln, 
wenn man die Ordnung der (/?) permutirt. Man gelangt aber auf diese Weise 
nicht zu allen Formeln, die überhaupt in III. enthalten sind, wie schon aus 
dem Umstand erhellt, dass in III. nicht die Function d'\p\ vorkommen kann. 
Man ersetze daher, um eine neue Formel zu erhalten, in IIL 

iP), (/?.), (/^O, il%\ (ß*), ilh\ (/?.), (/?7) 

durch : 

(/?.+/V/?5), ip-^ßi-^ßs), m^ (Ä), (P^ß.^M (p-^A-^/^3), (p+/?5+/?0), ip^ßc^ß,) 

welche ein vollständiges System bilden, und man findet: 

l (- 1)^^'''^^'''-^'%9 \ß,,.ß,, ß,\ f> %, ß,,ß,\ .y !/?3+Ä+/:?o! » \ß.-^A^ ß^ 

IV. - (_l)^.^^>(^<^>+^^^».9 |/?,-|-/?s-f/?o! & \ß.^ß,^ß.\ f> ;/?3+/?4V^o! 0^ |/?3 ^ /?4 ♦ /?:! 

Auf ähnliche Weise kann man leicht noch andere Fonneln ablei);en, auf, die 
wir hier nicht näher eingehen, weil wii- in der Folge von ihnen keinen 
Gebrauch zu machen haben, und ihnen, als in der Formel III. schon ent- 
halten, ein selbständiges Interesse nicht zukommt. 




II. Abschnitt. 

Die algebraischen Functionen vom Geschlecht 3 und 

ihre Integrale. 

§. 7. Grundbegriffe. 

V\ ir verlassen jetzt die sechsfach periodischen Functionen um ihnen 
später von einer andern Seite her wieder zu begegnen, und wenden uns 
zur Untersuchung der algebraischen Functionen von einer Veränderlichen, 
wobei wir die Riemannschen Anschauungen und Bezeichnungen im Wesent- 
lichen als bekannt voraussetzen. *) Es sollen zunächst einige der Haupt- 
punkte der Riemannschen Theorie zum besseren Verständniss des Folgenden 
recapitulirt werden, für unsere besondere Aufgabe specialisirt. 

Wir gehen aus von einer algebraischen Gleichung zwischen zwei 
Veränderlichen s, z: 

n m 

F(s, z) = 0, 

die in Beziehung auf s vom Grade n ist, deren Coefficienten in z bis zum 
w'^ Grade ansteigen; als den allgemeinen Fall betrachten wir den, wo 
diese Coe'fficienten alle wirklich den m*"^ Grad erreichen, ohne jedoch andere 
Fälle ausznschliessen. Es sei femer diese Gleichung irreductibel , d. h. es 
soll dieselbe nicht in Factoren von niedrigerem Grad zerfallen, die in s 
und s rational sind. Der Verlauf der Function s wird dargestellt durch 
eine die ^-Ebene allenthalben rafach bedeckende ganz in sich zusammen- 
hängende Riemannsche Hache T. 

Die algebraische Function s von z gehört nach der von Clebsch 
eingeführten Bezeichnung zum Geschlecht 3, wenn die Fläche T siebenfach 

*) Riemann, Theorie der Abelschen Functionen {Borchardts Journal Bd. 54.) 
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zusammenhängend ist, oder wenn sie durch sechs Querschnitte in eine ein- 
fach zusammenhängende verwandelt werden kann. Nach den Sätzen von 
Riemann ist hierzu erforderlich, dass dieselbe 2» — 4 einfache Verzweigungs- 
punkte besitzt, und dies tritt dann ein, wenn für (n— l)(w--l) — 3 Werthe- 

paare (« = y, z = S) die drei Functionen F, ^, -a zugleich verschwinden, 

vorausgesetzt, dass andere Singularitäten ausgeschlossen werden. (Vgl. Rie- 
mann 1. c. No. 7.) 

Ueber die hierdurch ausgeschlossenen Singularitäten mögen einige 
Bemerkungen hier Platz finden, deren Beweise leicht nach Riemanns Me- 
thode ergänzt werden : wenn für ein der Gleichung F = genügendes 
Werthepaar von s, z sämmtliche Ableitungen der Function F bis zur fc''* 
Ordnung ausschliesslich verschwinden, so hat man ein solches Werthepaar 

so zu zählen, als ob für -^-^ — Werthepaare von s, z nur die ersten Ab- 
leitungen von F verschwänden. Tritt der von Riemann ausgeschlossene 

ciF fiF 

Fall ein, dass für ein Werthepaar (« = 7, a = J) nicht nur F, ^, ^ , 

sondern auch ■^^^""(^~^) verschwindet, so bedingt dieser keine we- 
sentliche Aenderung. Es fallt dann einfach dies Werthepaar (y, S) in einen 
Verzweigungspunkt der Fläche T, welcher nicht aufgehoben wird, oder es 
fallen drei Verzweigungspunkte zusammen, von denen zwei aufgehoben 
werden. Es hat in diesem Fall die Entwicklung von F nach Potenzen 
von s—yy Ä — (J die Gestalt: 

F{8,z) - {a[s-^r)+b{^-^)y+A{s^ry+si^-ryi^-^) 

und bei der soeben gemachten Bemerkung ist vorausgesetzt, das^ (ö(«~y) 
4-6(ä— J)) nicht Factor der Glieder dritter Ordnung ist. Tritt dieser Fall 
ein, so fallen vier einfache Verzweigungspunkte einander aufhebend zu- 
sammen, und das betreffende Werthepaar (« = y, z =-S) ist flir zwei einfache 
solcher Werthepaare zu rechnen. 

Bedeuten «i, Zi irgend zwei rationale Functionen von s, z, so be- 
steht zwischen diesen ebenfalls eine algebraische Gleichung: 



m. 



und im Allgemeinen, d. h. wenn die Functionen Si, Si nicht besonderen 
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Bedingungen genügen, können auch die Veränderlichen s, z rational durch 
«1 , J5i ausgediUckt werden. Die Gleichung F, = gehört unter dieser Vor- 
aussetzung ebenfalls zum Geschlecht 3 und kann als eine Transformation 
der gegebenen Gleichung F = angesehen werden. *) Eine solche Trans- 
formation soll eine eindeutige genannt werden. Alle Gleichungen, welche 
durch eindeutige Transformation in einander übergeführt werden können, 
bilden eine Claase solcher Gleichungen und bestimmen eine Classe von 
Systemen algebraischer Functionen, nämlich die Systeme der rationalen 
Functionen von «, z resp. «,, js,, welche durch Einführung einer Function 
des Systems als unabhängige Variable in einander transformirt werden 
können. {Riemann 1. c. No. 11. 12.) 

Wir zerschneiden nun die Fläche T durch sechs Querschnitte in 
eine einfach zusammenhängende T\ um die Integrale rationaler Functionen 
eindeutig bestimmen zu können. Diese Integrale haben zu beiden Seiten 
des Querschnitts gewisse längs des Querschnitts constante Werthdifferenzen, 
Periodicitätsmoduln genannt, werden in einzelnen Punkten im Innern von 
T' in gewisser Weise unendlich und können ausserdem noch an anderen 
innerhalb T verlaufenden Linien constante Werthdifferenzen besitzen. (Inte- 
grale dritter Gattung.) 

Wir betrachten hier nur die einfachsten unter diesen Functionen, 
nämlich solche, die in der ganzen Fläche T endlich und stetig sind, die 
also nur an den Querschnitten gewisse Periodicitätsmoduln besitzen und 
welche Integrale erster Gattung genannt werden. Dass solche Functionen 
existiren, zeigt die wirkliche Bildung derselben. Man setze: 

welches Integral von einem beliebigen festen Punkt aus auf beliebigem 

n— 2 TO— 2 

Wege durch das Innere von T erstreckt wird. Bedeutet (p{s, z ) eine 
ganze rationale Function vom Grade «—2, resp. m— 2 in s und z, so bleibt 
das Integral für unendlich grosse Werthe von s oder z endlich und stetig. 

In einem einfachen Verzweigungspunkt z = ä,, der Fläche T wird -g- un- 
endlich klein wie y/a — z^ und sonach bleibt auch hier das Integral tr endlich 

^) Dieser Satz gilt auch umgekehrt, nämlich: Besteht zwischen den rationalen 
Functionen 8^ , z^ von s, s eine Gleichung vom Geschlecht 3, so kann s, z rational 
durch «j, «, ausgedrückt werden. 



IT 
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und stetig. Wenn aber für ein Werthepaar (« = y, z — ^)-^ und -^ zu- 

gleich verschwinden, so wird ^ unendlich klein wie a — J, und die Func- 
tion q) muss für solche Werthepaare ebenfalls unendlich klein werden wie 
Ä— J, damit w endlich bleibe. Kommen keine anderen Singularitäten vor, 
so genügen diese Bedingungen, um der Function tr die verlangte Eigen- 
schaft zu ertheilen. Die Berlicksichtigung anderer Singularitäten hat keine 
Schwierigkeiten, soll aber hier der Kürze halber übergangen werden. 

Man schliesst aus dem Gesagten mit Riemann, dass drei von ein- 
ander linear unabhängige Functionen (p existiren, und dass zwischen irgend 
vier solchen Functionen eine lineare homogene Gleichung mit constanten 
Coefficienten besteht. 

Auf einem andern Wege lässt sich zeigen, dass mehr als drei linear 
unabhängige Functionen tr nicht existiren können, und somit folgt aus dieser 
Betrachtung, dass drei solche Functionen Wi, Wj, w^ existiren, zwischen 
denen keine lineare Gleichung besteht und dass jede andere Function w 
in der Form dargestellt werden kann: 

fjD = aiU)i + (hU)2 + (h^i+ const. 

§. 8. EigeuBchaften der Functionen 9. 

Die Functionen y, welche in den Integralen erster Gattung im Zähler 
auftreten, sind flir die Folge von der grössten Wichtigkeit und sollen daher 
zunächst einer genaueren Betrachtung unterworfen werden. Alle diese 
Functionen können, wie wir gesehen haben, linear und homogen durch drei 
unter ihnen ausgedrückt werden in der Weise: 

(p = ai(pi + (h(p2+a3(p3' 

Eine solche Function verschwindet (ausser in etwaigen singulären Punkten) 
in vier Punkten der Fläche T, von denen wegen der drei Constanten Oi , 02 , «3 
zwei beliebig gewählt werden können, und im Allgemeinen ist auch um- 
gekehrt eine Function (p durch zwei solche 0-Punkte bis auf einen con- 
stanten Factor völlig bestimmt. 

Durch jede eindeutige Transformation der Gleichung F=0 gehen 
die Integrale erster Gattung wieder in Integrale erster Gattung über, und 
daraus entspringt der Satz: 

Das Verhdltniss zweier Functionen cp geht durch jede eindeutige Trans^ 
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formation wieder in das Verhältniss zweier solcher Functionen über^ so 
dass die Functionen (p für alle diese Transformationen den Charakter 
con Coearianten haben. 
Demnach sind alle homogenen Functionen 0^^^ Ordnung und alle 
homogenen Gleichungen zwischen den Functionen (p ganz unabhängig von 
der besonderen Form, in der gerade die Gleichung F=0 vorgelegt ist. 
Es ist daher von grossem Vortheii, die Untersuchungen so weit als 
möglich ohne Voraussetzung einer speciellen Form der Gleichung F = 
nur mit den Functionen (p zu fuhren, wodurch dieselben nicht nur an All- 
gemeinheit, sondern auch an Einfachheit und Eleganz gewinnen. 

Das Verhältniss zweier Functionen w: — wird im Allgemeinen in 

vier Punkten der Fläche T unendlich gross und unendlich klein in der 
ersten Ordnung und nimmt sonach jeden beliebigen Werth gleichfalls in 

vier Punkten der Fläche an. Die Constanten des Zählers von — lassen 

sich so bestimmen, dass einer der O-Punkte des Zählers mit einem 0-Punkt 
des Nenners zusammenfällt und denselben aufhebt, und man erhält so eine 
Function, welche in drei Punkte unendlich von der ersten Ordnung wird, 
von denen zwei beliebig gegeben sein können. Diese Function enthält 

f C3D i ß ff) 

noch zwei Constanten linear, denn es ist '^^ '^' ehie Function von der- 

selben Eigenschaft. 

Im Allgemeinen kann nicht noch ein zweiter O-Punkt des Zählers 

mit einem O-Punkt des Nenners vereinigt werden, denn sonst wäre — = äi 

eine Function die jeden beliebigen Werth nur in zwei Punkten der Fläche 
T annimmt, und zwischen Zi und einer beliebigen andern rationalen Func- 
tion «, von s und z würde eine Gleichung zweiten Grades in Bezug auf 
^1 bestehen. Man würde daher die Fläche T in den kleinsten Theilen 
ähnlich auf eine zweiblättrige Fläche Ti abbilden können und die Integrale 
rationaler Functionen von s und z wären hyperelliptische. Dieser Special- 
fall ist anderweitig genau untersucht Seine Berücksichtigung liegt nicht 
in unserer Absicht. *) 



*) Bei den hyperelliptiBchen Functionen vom Geschlecht 3 können als die von 
einander unabhängigen Functionen tp folgende angenommen werden: <jp, =1, (p^ = ä, 
(f^ = a% so dass zwischen denselben eine homogene Gleichung zweiten Grades be- 
steht: ^^9^3 = <f 3. Dass diese Bedingung auch hinreichend ist dafür dass die Gleichung 

Weber, Abelsche Functionen. 7 
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Setzen wir daher im allgemeinen Fall, indem wir anter 9>i, <p2, <pz 
drei von einander linear unabhängige Functionen tp verstehen: 

<^i ' Vi ' 

80 entspricht jedem Werthepaar s, « ein Werthepaar «i, z^] aber anch das 
umgekehrte gilt, dass einem Werthepaar *,, äi nie mehr als ein Werthe- 
paar 8, 2 entsprechen kann, denn wäre das Gegentheil der Fall, so wäre 

— ^— eine Function von s und a, die in weniger als drei Punkten und 

unendli(;h in der ersten Ordnung würde. 

Es kann demnach mit Zuziehung der Gleichung F(*, ^s) = * und « 

rational durch ^ = «i, ^=j5i ausgedrückt werden, und zwischen «i, is, 

besteht eine algebraische Gleichung welche als eindeutige Transformation 
von F{9y a) = anzusehen ist, die daher auch zum Geschlecht 3 gehö- 
ren muss. 

Diese Gleichung kann als homogene Gleichung zwischen ^i, (p^^ tp^ 
dargestellt werden und muss (nach etwaiger Absonderung eines Factors) 
die Gleichung F{8, ä) = wieder ergeben , wenn für ^i , 9)2 , (pz ihre Aus- 
drücke durch 8 und z eingesetzt werden. ^ 

Es lässt sich auf doppelte Weise der Grad dieser Gleichung er- 
mitteln: da jedem Werth von Zx in der Substitution 



9i Vi 



*i — 'TT ^ *i — 



vier Werthepaare von 5, z also auch vier Werthe von *i und ebenso jedem 
Werth von 81 vier Werthe von Zi entsprechen, so besteht zwischen «1 und z 1 
eine Gleichung, die in Bezug auf jede dieser Veränderlichen vom vierten 
Grade ist. Da aber dasselbe noch gelten muss für zwei neue Veränderliche, 
die mit ^,, Zi durch eine beliebige lineare Substitution zusammenhängen, 
so folgt, dass in dieser Gleichung kein Glied in Bezug auf «1 und ä, zu- 



F = auf hyperelliptische Functionen führt, ergiebt sich leicht auf folgendem Wege: 
Nehmen wir an, es bestehe zwischen den drei Functionen <]p, , qp,, «jp, eine homogene 
Gleichung zweiten Grades, so kann dieselbe auf die Form gebracht werden y, 5p, = cpj 

oder ^- = ( — ) • Da nun -^ höchstens in vier Punkten und unendlich von der 

ersten Ordnung werden kann, so kann — nur in zwei Punkten und oc in der 
ersten Ordnung werden, womit die Behauptung bewiesen ist. 



L 
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sammengenommen die vierte Dimension übersteigen kann. Es besteht daher 
zwischen den Functionen (pi^ 92, (p^ eine homogene Gleichung vierter 
Ordnung: 

Zu dem gleichen Resultat gelangen wir auf folgendem Wege: Be- 
zeichnen wir mit A, i, k, l; A,, f'i, &i, /, je irgend vier der Zahlen 1, 2, 3, 
so ist: 

Vh<pii<fki(fh 

eine Function, die in 16 Punkten der Fläche T unendlich von der ersten 
Ordnung wird , die also , nach einem Satz von Riemann (1. c. No. 5) linear 
mit Constanten Cofe'fficienten ausgedrückt werden kann durch 13 specielle 
Functionen der gleichen Art, die in denselben^ Punkten wie V unendlich 
werden. Nun lassen sich aber, bei Festhaltung des Nenners, 14 verechie- 
dene solche Functionen ¥ bilden und zwischen diesen muss also eine lineare 
Gleichung bestehen, die dui'ch Multiplication mit 9^,9^»,^*.^/. wieder 
unsere homogene Gleichung vierten Grades zwischen den Functionen 
<Pn 9^2, (fi ergiebt 

Betrachtet man (p^^ tp^^ 9)3 als homogene Coordinaten in der Ebene, 
so stellt diese Gleichung eine Curve vierter Ordnung, dar. Da auch umge- 
kehrt eine Curve vierter Ordnung ohne Doppel- oder Rückkehrpunkte zu 
Functionen vom Geschlecht 3 führt, so können wir die Gleichung einer 
allgemeinen Curve vierter Ordnung unseren Betrachtungen zu Grunde legen. 
Die Functionen tp, für sich =0 gesetzt, stellen bei dieser Auffassung be- 
liebige gerade Linien dar. *) 



*) Vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen. Der Fall der 
byperelliptischen Functionen kann nicht durch Spccialisirung aus der Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung erhalten werden. Er tritt durchaus als Ausnahme- nicht als 
Specialfall auf und verlangt eine wesentlich andere Behandlung. Die einfachste geo- 
metrische Grundlage für diesen Fall ist eine Curve f^Jinfter Ordnung mit dreifachem 
Punkt. Es ist dies Übrigens der einzige Ausnahmefall, der beim Geschlecht 3 auftritt. 
Bei Functionen vom höheren Geschlecht kommen noch andere Ausnahmefälle vor. 
So ist beim Geschlecht 4 ein solcher bisher noch nicht näher untersuchter Ausnahme- 
fall der einer Curve fünfter Ordnung mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten (Selbst- 
berührung), den man auch aus einer Raumcurve erhalten kann, die der Durchschnitt 
einer Fläche dritter Ordnung mit einer Kegelfläche zweiter Ordnung ist, während die 
allgemeinen Functionen vom Geschlecht 4 aus der Durchschnittscurve einer allge- 
meinen Fläche zweiter Ordnung mit einer der dritten Ordnung entspringen. Die 
byperelliptischen Functionen vom Geschlecht 4 erhält man aus einer ebenen Curve 
sechster Ordnung mit vierfachem Punkt. 

7» 
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An diese Transformation der Gleichung F = schliesst sich fol- 
gender Satz: 

Alle wie T verzweigten Fvnctionen, a, die in einer endlichen Anzahl eon 
Punkten und unendlich von endlicher Ordnung sind, sonst aber stetig 
bleiben, lassen sich darstellen als homogene Functionen ff^ Ordnung eon 
den Functionen cp, so dass sie wie diese den Charakter eon Covarianten 
für die eindeutigen Transformationen besitzen. 

Dieser Satz ist im Grunde in den Riemannschen Untersuchungen 
(1. c. No. 8) enthalten. Wir werden wegen der besonderen Form in welcher 
derselbe hier aufgestellt ist, den Beweis in der Kürze reproduciren. 

Wir stützen uns dabei auf den schon benutzten Satz, dass alle wie 
T verzweigten Functionen, die in ]u beliebig gegebenen Punkten der Fläche 
und unendlich in der ersten Ordnung werden, linear und homogen ,u— 2 
willkürliche Constanten enthalten, oder was dasselbe ist, dass sie durch fi—3 
specielle Functionen der gleichen Art durch Vermittlung constanter Coe'ffi- 
cienten linear dargestellt werden können. 

Eine Ergänzung hierzu ist von Roch gegeben, welche darin besteht, 
dass die Zahl der Constanten um eine vermehrt wird, wenn die Punkte, 
in denen die Function unendlich wird, solche sind, in denen eine Function 
(p verschwindet. {Borßhardts Journal Bd. 64. p. 372.) 

Uiiiser Satz ist daher bewiesen, wenn wir Functionen von der ver- 
langten Art wirklich herstellen, welche die nöthige Anzahl von Constanten 
enthalten. 

Was zunächst die zuletzt erwähnten Functionen betrifft, die ihre 
Unstetigkeitspunkte in den 0-Punkten einer Function (p haben, so können 
dieselben nur entweder drei oder vier Unstetigkeitspunkte besitzen, und die 
Anzahl der Constanten muss resp. 2 und 3 sein. Ist (pi die Function (p, 
welche in den Unstetigkeitspunkten einer solchen Function a verschwin- 
det, so ist: 

im Allgemeinen eine Function, die viermal und unendlich von der ersten 
Ordnung wird, und der Zähler enthält drei willkürliche Constanten, wie es 
sein muss. Bestimmt man eine dieser Constanten so, dass ein 0-Punkt von 
(p mit einem von cp^ zusammenföUt, so wird a nur in drei Punkten unendlich, 
und es bleiben zwei willkürliche Constanten im Zähler, wodurch bewiesen 
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ist, dass alle diese Functionen als Quotienten zweier Functionen cp dar- 
stellbar sind. 

Wird über die ' Lage der Unendlichkeitspunkte von o nicht die eben 
angenommene besondere Voraussetzung gemacht, sq muss die Zahl der- 
selben grösser als 3 sein, weil wenigstens zwei willkürliche Constanten in 
der Function a bleiben müssen, da ao-\-b eine Function ist, die in denselben 
Punkten und in derselben Ordnung unendlich wird, wie o^ welche Werthe 
auch die Constanten a und b haben mögen. 

Setzen wir jetzt: 

und lassen !Pi und W^ ganz homogene Functionen vom Grade v bedeuten, 

so enthalten Zähler und Nenner zunächst je 

v + l.y + 2 
2 

unbestimmte Constanten linear und homogen. Berücksichtigt man aber, 
dass, falls v^^ ist, die Function ^i ungeändert bleibt, wenn man statt 
derselben schreibt: 

v-4 4 

worin p eine beliebige ganze homogene Function y— 4^^ Ordnung bedeutet; 

SO erkennt man, dass von den Cofe'fficienten von ^i ^ unbestimmt 

bleiben müssen ; man kann etwa der Function V^ die Bedingung auferlegen, 

dass sie für ~ ' ~" beliebig angenommene, der Gleichung * = nicht 

genügende Werthsysteme von ^i, ^2, tp^ verschwinden soll, und kann diese 
Werthsysteme ausserdem so wählen, dass sie keiner Gleichung von der Form 

v-4 

9(915^2,^3) = 
genügen, so dass % nicht die Form erhalten kann: 

y— 4 4 

9(^15 9^2,^3)* (Vi, 92,^3), 

in welchem Fall ^i in der Fläche T identisch verschwinden würde. Die- 
selbe Betrachtung ist auf V^ anwendbar, und es bleiben demnach in jeder 

der beiden Functionen 

(y + l)Ci. + 2)-(i^-3)(v-2) ^ ^^_2 

unbestimmte CoCfficienten linear und homogen enthalten. 
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Ist nun 4v — 2l>.a, so kann ¥^2 so bestimmt werden, dass es für 
fi beliebig gegebene Punkte der Fläche T verschwindet und es wird W^ 
dann noch in. 4^— ^u anderen Punkten der Fläche T verschwinden, von denen 
im Allgemeinen noch ein Theil beliebig gewählt werden kann. 

Bestimmt man dann die Constanten des Zählers !Pi so, dass derselbe 
in diesen 4r—u Punkten gleichfalls verschwindet, so enthält derselbe noch 

4v— 2--4y+.ci = ,a — 2 
Constanten linear und homogen, und o ist eine Function von der verlangten 
Eigenschaft mit der geforderten Zahl willkürlicher Constanten. 

Auch die Fälle y = 2 und y = 3 bedingen keine Ausnahme. Hier fällt 
zwar die vorhin mit p bezeichnete Function fort; es ist aber in beiden Fällen: 

1; -LI. 1/4.2 

^^/^^ = 4v-2, 

so dass ganz dieselben Betrachtungen anwendbar bleiben. 

Von der Lage der sich aufhebenden - Punkte des Zählers und 
Nenners von a deren Zahl 4y — u, also grösser als 2 ist, und von denen 
' im Allgemeinen ein Theil beliebig angenommen werden kann, ist die Func- 
tion unabhängig, so dass es selbst bei gegebenen v unendlich viele Dar- 
Stellungen einer und derselben Function o geben kann. Ausserdem aber 
kann v beliebig gross angenommen werden, nur eine untere Grenze ist fUr 
diese Zahl gegeben durch die Bedingung: 

4y-2>,ii. 

So lassen sich als Quotienten zweier homogener Functionen zweiter 
Ordnung alle Functionen darstellen, die in vier oder fünf Punkten der Fläche 
T unendlich von der ersten Ordnung werden; die Anzahl der im Zähler 
übrig bleibenden Constanten beträgt resp. zwei und drei. Als Quotienten 
zweier homogenen Functionen dritter Ordnung können alle Functionen a 
dargestellt werden, die in weniger als zehn Punkten der Fläche T unendlich 
von der ersten Ordnung werden u. s. f. 

Damit ist nicht ausgeschlossen, dass für specielle Lagen der Un- 
stetigkeitspunkte Functionen von niedrigerer Ordnung zur Darstellung aus- 
reichen; so ist z. B. der Quotient zweier homogenen Functionen zweiter 
Ordnung im Allgemeinen eine Function a die in acht Punkten der Fläche T 
unendlich von der ersten Ordnung wird; von diesen acht Punkten können 
aber nui' fünf beliebig angenommen werden. Auch hier enthält der Zähler 
homogen und linear sechs Constanten. 
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§. 9. Das Abelscbe Theorem. 
Es sei -p eine beliebige rationale Function von «j, äj, also w ein 

algebraisches Integral, und a sei eine andere rationale Function von *, z 
die in fi Punkten der Fläche T unendlich von der ersten Ordnung wird, so- 
mit jeden beliebigen Werth gleichfalls in fi Punkten dieser Fläche annimmt. 
Mit Hülfe dieser Function a kann die Fläche T in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf eine andere Fläche T^ abgebildet werden, welche die 

a-Ebene allenthalben /i fach bedeckt. Die Function -^ ist in dieser Fläche 

Ti einwerthig und abgesehen von einzelnen Punkten stetig, und wenn wir 

mit (^ ) , (^) , • • • (^) die ,u Werthe dieser Function fUr dasselbe a 

bezeichnen, so ist die Summe: 

eine einwerthige und mithin rationale Function von er, und ihr Integral 

kann folglich durch rationale und logarithmische Functionen von a darge- 
stellt werden. Dieser Satz führt den Namen des Abelschen Theorems. Wir 
specialisiren dasselbe zunächst ftir die folgenden Anwendungen, indem wir 
uns auf die Betrachtung der Integrale erster Gattung beschränken. Be- 
deutet IT ein solches, so ist die Summe tOi+WiA — w^ ftir alle Werthe von 
o endlich und stetig und muss mithin eine Constante sein. Wir haben also 
den Satz: 

I. Die Summe der Werthe eines Integrals erster Gattung , bis zu solchen 
Punkten der Fläche T erstreckt, in welchen eine rationale Function von 
s und z denselben Werth annimmt, ist von dem besonderen Werth dieser 
Function unabhängig. 

Wir können diesem Satz eine etwas andere Einkleidung geben mit 
Rücksicht auf die Sätze des vorigen §. Ist nämlich: 

so folgt, dass die Summe der Werthe eines Integrals erster Gattung, bis 
zu solchen Punkten erstreckt, in denen —^—m — ~ verschwindet, von a unab- 
hängig ist, woraus hervorgeht: 
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la Die Summe der Werthe eines Integrals erster Gattung^ erstreckt von 
festen Punkten bis zu denjenigen Punkten^ in denen eine homogene Func- 
tion von (fi^ ^2, (pi verschwindet, ist von den Coeffidenten dieser ho- 
mogenen Function unabhängig, 
Oder endlich in geometrischer Einkleidung: 
Ib Die Summe der Werthe eines Integrals erster Gattung, bts zu solchen 
Punkten der Curve vierter Ordnung * = erstreckt, in welchen diese 
von einer anderen algebraischen Curve geschnitten wird, ist von den 
Coeffidenten in der Gleichung der letzteren unabhängig. *) 
Bleiben bei der Aenderung der Coefficienten einige der 0-Punkte 
ungeändert, so können diese in der Summe unberücksichtigt bleiben, weil 
die ihnen entsprechenden Integralwerthe constant bleiben. 

Für die folgende Anwendung des Abelschen Theorems schicken wir 
einige Bemerkungen über die zu brauchende Bezeichnung voraus: 

Einzelne Punkte der Fläche T sollen durch einen Buchstaben, z. B. 
^ repräsentirt sein, so dass das Zeichen ^ nicht nur einen bestimmten Werth 
von z, sondern ein bestimmtes, der Gleichung F{s, js) = genügendes Werthe- 
paar s, z, also auch einen bestimmten Werth jeder rationalen Function von 
s und z ausdrückt. Diese Bezeichnungsweise , kann mit Nutzen auf Inte- 
grale angewandt werden, so dass / dw ein Integral des Differentials dw 



tn. 



bedeutet, von einer Werthcombination «u? ^o bis zu einer anderen s, z erstreckt, 
welche resp. durch ^u, ^ repräsentirt sind. Ist dw = f{s,z)dz, so ist in 
ausführlicherer Bezeichnung : 



dw = I f(s, z) dz. 



*ii»*«) 



Die Bezeichnungsweise auf der linken Seite hat den Vortheil, dass sie un- 
geändert bleibt, wenn durch rationale Substitution neue Variablen eingeführt 
werden, vorausgesetzt dass ^ nicht blos einen bestimmten Punkt der Fläche 
T repräsentirt, sondern die Punkte, welche demselben in allen Flächen T^ 
entsprechen, die durch eine in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung 
aus T entstanden sind. Es bedeutet dann gleichzeitig ^ einen bestimmten 
Punkt der Curve vierter Ordnung * = 0. 

Um ferner ein Grössensystem (€?i , v^ , v^ kurz bezeichnen zu können, 



'^) Vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen. Zweiter Abschnitt. 
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auch wenn «i, rj, «3 complicirte Ausdrücke haben, bedienen wir uns dea 
Riemannschen Zeichens: 

so dass z. B. eine Function /(©i , «2 , der drei Argumente ri, ©2, ©3 die 

Bezeichnung hat f{/»(f>h))' Wir werden uns aber bei solchen Functionen, 

die im Folgenden häufig vorkommen, wo ein Missverständniss nicht zu 
fllrchten ist, wie schon oben der etwas weniger correcten Bezeichnung f(Vf) 
bedienen. 

Es existiren, wie wir früher gesehen haben, drei von einander un- 
abhängige Integrale erster Gattung. Diese Functionen nehmen beim Ueber- 
gang über die sechs Querschnitte von der negativen auf die positive Seite 
gewisse constante Zuwächse an, welche die Periodicitätsmoduln der Inte- 
grale heissen. Wir haben also, den drei Integralen erster Gattung ent- 
sprechend, drei Systeme von je sechs Periodicitätsmoduln zu betrachten, 
die wir folgendermaassen bezeichnen wollen: 

Periodicitätsmoduln von to, : k['\ k?\ M'\ *i% k['\ M'\ 

- W2 : Af >, k?\ h?\ fer\ kP, Äf, 

- 1^3 : ki'\ kP, Ä?\ ki'\ Äf , k^\ 

Wenn man also ohne Rücksicht auf die Querschnitte, jedoch auf 
demselben Wege, die drei Integrationen tri, ira, 1^3 erstreckt, so erhält man, 
je nach der Beschaffenheit dieses Weges, für denselben Punkt der Fläche 
T unendlich viele Werthe dieser Functionen, welche alle in folgenden Aus- 
drücken enthalten sind: 



1=1 

worin mi, m^, m3, m«, 1115, 1% irgend welche ganze Zahlen sind. Zwei 
Grössensysteme die in der Beziehung zu einander stehen, wie hier w^^ tra, iti 
zu tTi, 1^2, 1^3 heissen nach dem Modulsystem k congment, was durch folgen- 
des Zeichen ausgedrückt wird: 

Weber, Abelsche Fanctiunen. 8 
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oder: 

Mit Hülfe dieser , Bezeichnungen können wir unserem Theorem folgende 
zu weiteren Schlüssen geeignete Fassung geben: 

Bedeuten tTj , 1^2 , w^, drei von einander unabhängige Integrale erster 
Gattung, so ist: 

(1.) (j(y dWn+J 'rf«?A+--+y ^ dw^yj = (CiyCj^Cs), 

worin die Grössen Ci , Cj , C3 ungeändert bleiben, wenn die Punkte Cm ^2 ? • • • 
C^ sich so ändern, dass eine rationale Function a von s und z fortwährend 
in allen diesen Punkten und in keinen anderen den gleichen (übrigens ver- 
änderlichen) Werth hat. 

Sind die Punkte yi , yi »^ y^i ebenfalls solche , in denen die Func- 
tion a denselben Werth hat, so vereinfacht sich die Congruenz (1). Sie wird: 

(20 (\{/'"äit,+/''du>,+-+/'''du>,)) ~ (0,0,0). 

Yi Xa rf4 

Die Bedingung flir die Congruenz (2.) lässt sich auch so aussprechen, 
dass die Punkte ^i, C2? ««m ^f^i Y^i 7^i --m 7,u solche seien, in denen eine 
rationale Function a von s und z unendlich klein und unendlich gross von 
der ersten Ordnung wird. 

Denken wir uns die Punkte y'i , 72 , • • • 7 /^i beliebig gegeben, so muss 
hiemach u>3 sein, und eine Function a, die in den Punkten /i, /a, ..., J'/* 
unendlich wird, enthält noch ^1 — 2 willkürliche Constanten homogen und 
linear. Die Verhältnisse derselben lassen sich so bestimmen, dass von den 
Punkten ^ a — 3 beliebig gegebene Lagen haben, wodurch die übrigen drei 
im Allgemeinen völlig bestimmt sind. Sonach sind durch die Congruenz (2.) 
drei der Punkte ^ als Functionen der ,a — 3 übrigen erklärt, welch letztere 
als unabhängige Veränderliche angesehen werden können. 

Wie bereits oben hervorgehoben giebt es aber auch Functionen a 
die mehr als // — 2 willkürliche Constanten enthalten, diejenigen nämlich, 
die in solchen Punkten Null und unendlich werden, in denen je eine Func- 
tion (p verschwindet. Es muss dann (im allgemeinen Fall) u = 3 oder ^ = 4 
sein. Im ersteren Fall sind zwei der Punkte ^1 , ^2 , ^3 als Functionen des 
dritten, im anderen zwei der Punkte ^1 , ^^ , ^3 , ^4 als Functionen der beiden 
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übrigen bestimmt Die Punkte C sind hier die Schnittpunkte der Curve 
vierter Ordnung mit einer geraden Linie, welche im ersteren Fall durch 
einen festen Punkt der Curve gehen muss. 

Diese letzteren Sätze lassen sich umkehren wie folgt: 
IL Soll die Congruem (1.) für ^ = 2 befriedigt sein, so dass ^i, ^2 «'^- 
änderlich sind^ so führt die zu Grunde liegende algebraische Gleichung 
auf hyperelliptische Functionen, 
Denn durch Differentiation von (1.) erhalten wir: 

\dsA V0J2 

ein Gleichungssystem, welches ftir ein von verschiedenes Werthsystem 
rfjSi, ds2 befriedigt sein soll. Dazu ist aber die nothwendige und hinreichende 
Bedingung die, dass man zwei (einander nicht proportionale) Factorensysteme 
Ai, A2, A3, Ai, A^, A3 bestimmen kann, so dass: 

Al Vi («2 5 ^2) +^2^2 («2, «2)4-^3^3 («2? «2) = 0, 

h'i(pi{Sij Zi)+h^(p2[si^ Zi) + h'i(p3{si^ z^) = 0, 

Aiyi(«2,Ä2) + Aiy2(«2,Ä2) + A3V3(«2,Ä2) = 0. 

Es existiren also zwei nicht in constantem Verhältniss stehende Functionen 
(p, nämlich Aiyi + A29^2 + A3 y 3 und A'iyi+Ai<jp2+Äiy3, welche in den Punkten 
^1, ^2 verschwinden, und der Quotient derselben ist daher eine rationale 
Function von s und a, die nur in zwei Punkten und unendlich wird. 
m. Soll die Congruenz (1.) für ,a=3 oder |i = 4 erfüllt sein, so dass resp. 
einer oder zwei der Punkte ^ beliebig gewählt werden können, so muss 
in diesen Punkten eine Function cp t er schwinden , welche im ersteren 
Fall noch in einem festen Punkt gleich Null wird; es müsssen also die 
Punkte ^ die Schnittpunkte einer geraden Linie mit der Curve vierter 
Ordnung sein, welche im ersteren Fall durch einen festen Punkt der 
Curve geht. 
Man erhält nämlich wieder durch Differentiation von (1.): 

^'^ f^\ ~7WS — "" ' *-^' ''^ ^• 

Vö«/i \dsJ^ 

Nach Voraussetzung sind die Differentiale rfai, ..., dz^ von verschieden, 

8* 
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tinä für fi = 4: sollen zwei derselben beliebig sein. Daraus schliesst man, 
dass in beiden Fällen sich ein Factorensystem Aj, A2? A3 muss bestimmen 
lassen, so dass 

hi(pi+lhg>2+h(p3 = (p 

in den Punkten ?, , . . . , K^ verschwindet. Für |t = 3 verschwindet diese Func- 
tion (p noch in einem vierten Punkt ^4, welcher unveränderlich bleibt, wenn 
die Punkte C17 ??, ?3 sich der Congruenz (1.) gemäss ändern. Denn wäre 
i/ä4 nicht =0, so müsste (nach I.) die Gleichung (4.) zugleich fllr /i=3 und 
^ = 4 bestehen, und es würde folgen, dass in dem Punkt ^ die Functionen 
V11 ^2? (p3 verschwinden, gegen die Voraussetzung dass diese Functionen 
linear unabhängig seien. 

Wir wenden nun das Abelsche Theorem an, um die Frage zu beant- 
worten, unter welchen Umständen man der Congruenz genügen kann: 

(5.) ij;(/ 'dws+/ 'dw,+ -.+/ 'dw,)) 

71 y« y^ 

y\ y\ y; 

wenn die unteren Grenzpunkte y^ / als beliebig gegeben, die oberen Grenz- 
punkte ^ gleichfalls als gegeben, die ?r' aber als gesucht betrachtet werden. 
Nach dem Abelschen Theorem ist diese Congruenz erflillt, wenn 
eine rationale Function o von ä, z existirt, welche unendlich wird in den 
Punkten : 

^1 1 ^2 9 •••) V^ ?^" ?^2' •••' y^> 

und verschwindet in den Punkten 

617 ^29 •••9 Qyf J^l? 7^1 • • '? 7fi' 

Eine solche Function a^ die in u+v gegebenen Punkten unendlich wird, 
enthält, wenn diese Punkte keine besonderen Bedingungen erfüllen, fi+v^2 
unbestimmte Constanten. Es können also von den 0-Punkten fi+v — S be- 
liebig gegeben sein, und daraus folgt, dass eine Function a von den ver- 
langten Eigenschaften nur dann existirt, wenn 



iU + i/— 3>w, also y>3. 

Ist y>3 so sind y— 3 von den Punkten ^' noch beliebig. Ist y=3 so 
sind die Punkte ^' im Allgemeinen völlig und zwar auf algebraischem Wege 
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bestimmt; man erhält dieselben durch Auflösung einer cubischen Gleichung. 
Daraus folgt: 

IV. Ein System ton drei Summen von je fi Integralen erster Gattung von 
der Form: 

(! (y ^^^^ -^Jdw ^ vf ^)) 

yi ya Yß4 

löst sich immer und im Allgemeinen auf eine bestimmte Weise auf ein 
ähnliches System von Summen aus je drei Gliedern zurückführen, in 
welchem die unteren Grenzen beliebig gegeben sind, und in welchem die 
oberen Grenzen aus den Grenzen der gegebenen Integralsummen auf alge- 
braischen Wege abgeleitet werden können. 

Wir können uns also in der Folge auf die Betrachtung solcher 
Integralsummen beschränken, die nur aus je drei Gliedern bestehen und in 
denen die unteren Grenzpunkte irgend eine passend gewählte besondere 
Lage haben. 

Als speciellen Fall enthält dieser Satz das Additionstheorem: Setzen 

wir nämlich: 

C iL 'L 

7x y« ^3 

y^ 72 rz 

so ist die Aufgabe des Additionstheorems die, aus den als bekannt voraus- 
gesetzten Punkten Ci7 ^2? ^3 5 ^1? ^2, ^3 auf algebraischen Wege drei Punkte 
^M ^2 1 ^■^ zu bestimmen, welche der Congruenz genügen: 

wf H/ V" 

(l^y 'dWf,+j'dw^+J 'dWf^) = (©, + «>i,i?2 + t?i,t?3+t?i). 

ri y-, y^ 

Diese Aufgabe ist nach Satz IV. immer und im Allgemeinen auf eine be- 
stimmte Weise lösbar. 

In der Thatist dazu nur erforderlich, eine Function o zu bestimmen, 
welche in den Punkten ^i , ^2 , ^3 , Ci ? ^2 , C3 unendlich gross und in den Punkten 
y^ysiya unendlich klein wird. Diese Function verschwindet noch in drei 
anderen Punkten, welches die gesuchten Punkte ^Z, Xi-^ ?3 sind, und welche 
demnach durch Auflösung einer cubischen Gleichung erhalten werden. 
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Wir definiren nun die Veränderlichen ei,«>2,i?3 als Functionen der 
drei Punkte ^i , C^ ? ?3 vermittels der Congruenz : 

(6.) {\ {/^^^^ +j^^h +y^^dw,yj = (©i , €?2 , ©3), 

yi Yi ya 

welche äquivalent ist mit dem System von Differentialgleichungen: 

zusammen mit der Bedingung, dass: 

(Ci, ^2, C3) = (/i, 72, ^3) ttnd (f?i, f?2, C3) = (0, 0, 0) 
zugleich bestehen soll. 

Diese Functionen «i, ©2, i?3 sind unendlich vieldeutig, denn nach dem 
Begriff der Congruenz können demselben Punktsystem ^i , ^2 ? C3 aU^ Werth- 
systeme von der Form 

entsprechen, wenn fiii , mj , ... We irgend welche ganze Zahlen sind. Bilden 
wir aber eine im Allgemeinen stetige und eindeutige sechsfach periodische 
Function der Veränderlichen Ci, f?2, «?3 mit den zusammengehörigen Perioden- 
systemen k^\ M*^, ki'\ so ist diese eine eindeutige Function der Punkte Cm ^2 , ^3 , 
was uns zur Aufstellung des ersten Hauptproblems veranlasst: 

Das Riemannsche Problem. 
Es sollen gegebene sechsfach periodische Functionen der Variablen ei^v^, v^ 
algebraisch durch die in den Punkten ti? ^2, C3 stattfindenden Werthe 
von Sf z dargestellt werden. 
Andererseits können wir aus den Differentialgleichungen (7.) im All- 
gemeinen zu jedem System der Differentiale rfci, de 2^ dt^^ ein bestimmtes 
unendlich kleines Verschiebungssystem der Punkte ^i? ?2, ?3 finden, und 
wir können daher auch diese Punkte sowie jede eindeutige Function der- 
selben als Function der Veränderlichen «i , rj , v^ betrachten, denn zunächst 
können wir durch eine convergente Entwickelung diese Functionen für ein 
gewisses endliches Bereich der Veränderlichen ©i, ©2, ©3 berechnen, und dann 
dieses Bereich durch Anwendung des Additionstheorems beliebig ausdehnen. 
Ob diese Functionen eindeutig sind bleibt einstweilen dahingestellt, jedenfalls 
aber sind sie sechsfach periodisch mit den Periodensystemen k^\ ki'\ ki'\ 
Dies veranlasst uns zur Aufstellung des zweiten Hauptproblems: 
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Das Jacobiscbe Problem. 

Es sollen die Punkte ^i, ^3, ^3 auf algebraischem Wege aus den als 
gegeben f>orausgesetsiten Werthen von fi, ^2, «3 ermittelt werden. 
Die Lösung dieser beiden Hauptprobleme betrachten wir als das vor- 
nehmste Ziel unserer Theorie, Das erste derselben erlauben wir uns nach 
Riemann zu benennen, weil der Nachweis seiner allgemeinen Lösbarkeit den 
Schlussstein von Riemanns Theorie bildet. Für das zweite Problem ist der 
Namen ^^Jacobisckes Umkehrproblem^^ auch sonst im Gebrauch. 

§. 10. Die Integrale erster Gattung als Argumente der t9'-Fanction. 

Durch den im vorigen Paragraphen nachgewiesenen Zusammenhang der 
Integrale erster Gattung mit den sechsfach periodischen Functionen wird der 
Gedanke nahe gelegt, diese Integrale mit den i9^-Functionen in Beziehung zu 
setzen. Es sind dazu einige vorbereitende Bemerkungen nothwendig, welche 
den Zweck haben, die Periodicitätsmoduln dieser Integrale auf dieselbe Form 
zu bringen welche die Perioden der aus i^-Functionen gebildeten sechsfach pe- 
riodischen Functionen haben. Diesen Zweck erreichen wir durch passende Wahl 
der Querschnitte und der von einander unabhängigen Integrale erster Gattung. 

Es werde stets diejenige Seite eines Querschnitts als die positive 
bezeichnet, welche bei seiner Entstehung zur Linken liegt. Man ziehe von 
einem Punkt der Fläche T einen die Fläche nicht zerstückenden Quer- 
schnitt, der in einen Punkt seines eigenen früheren Verlaufs wieder ein- 
mündet. Dieser Schnitt besteht aus zwei Stücken, einer in sich zurück- 
laufenden Linie a^ und einer diese mit verbindenden Linie c^. Von der 
positiven Seite von »i führe man einen zweiten Querschnitt bi nach dem 
Ausgangspunkt auf der negativen Seite von «i zurück. Die beiden Ufer von 

Ol und &i zusammen bilden dann ein einfaches Begrenzungsstttck. Genau 

« 

in derselben Weise lassen sich von aus noch zwei andere Paare von 
Querschnitten legen, die zusammengenommen die Fläche in eine einfach 
zusammenhängende verwandeln. Ein solches Querschnittsystem soll ein 
normales Querschnittsystem genannt werden. 

Da jedes der drei Paare «i, 61; «2, 62; Ö3, 63 für sich ein einziges in sich 
zurücklaufendes Begrenzungsstück bildet, so folgt, dass die Integrale aller 
rationalen Functionen von s und z in entsprechenden Punkten zu beiden 
Seiten der Linien c,, Cj, c^ dieselben Werthe haben, dass also an den 
Linien Ci, c , c^ diese Functionen sich stetig ändern. 
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Unter Perioditätsmodul eines algebraischen Integrals verstehen wir 
den Ueberschuss der Werthe des Integrals auf der positiven Seite eines 
Querschnitts über die in entsprechenden Punkten der negativen Seite statt- 
findenden Werthe, eine Grösse die längs eines Querschnitts constant ist. 

Es seien nun tri, 1^2, w^ irgend drei von einander unabhängige Inte- 
grale erster Gattung und ihre Periodicitätsmoduln folgende: 

An den Querschnitten: a^ ch Ö3 6, 6, 631 

Periodicitätsmoduln \on~w,: A^^^ A^^ Ai'^ ^^^ Bk'^ Bi'\ 

. tt^j: A'P AP AP B^P BP BP, 

- 1^3: AP A? AP 'BP BP BP. 

Aus einem von Riemann (1. c. No. 21) bewiesenen Satze geht hervor, 
dass die Determinante « 

^± AP AP AP 

nicht verschwindet und demnach können wir drei neue Integrale erster 
Gattung fii, «2, «3 einführen mittelst der Formeln: 

nifp, = APu^+APth + APu,, . 

7tiw2 = APui+APu,+APfh, 
nifv, = APu, + APu2+APu,, • 

zwischen denen ebenfalls keine lineare Relation besteht. Diese sollen Nornuü" 
integrale erster Gattung heissen. Ihre Periodicitätsmoduln sind folgende: 

An den Querschnitten: a^ 02 03 b^ bi b^, 

Periodicitätsmodule von «i: tii a^ a^^ «137 

«f^: yif 021 022 Ö23l 

- «3: 711 Oai 032 O33, 

wenn die Grössen a,^ durch die Gleichungen bestimmt sind: 

niBP = APa,, + APa,,+APa,,, 
niBP = APa,,+APa,,^APa,,, 
. niBP = AP a,,+ AP a^,+ AP a,,, A = 1, 2, 3. 

Da man auf unendlich viele verschiedene Arten ein normales Querschnitt- 
system legen kann, so giebt es unendlich viele verschiedene Normalintegrale 
erster Gattung. Die Periodicitätsmoduln derselben, a^, genügen, wie Riemann 
nachgewiesen hat, (1. c. No. 20. 21) der Bedingung: 
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und der andern, dass der reelle Theil der Function 



i k 

wesentlich negativ ist, so dass die Reihe 

die Convergenzbedingung erfüllt. 

In diese ö^-Function nun substituiren wir für die Argumente ©i , ra , ©3 
das System der Normalintegrale erster Gattung mit derselben variablen 
oberen Grenze S und beliebiger unterer Grenze. Bezeichnet e einen be- 
liebigen festen Punkt, ^i, 63, e^ ein gleichfalls beliebiges constantes Grössen- 
system, so setzen wir: 

e e e 

wodurch die Function & {vi , ©2 , «^3) in eine Function des Punktes | übergeht, 
welche sich in der einfach zusammenhängenden Fläche T allenthalben 
stetig ändert Wegen der Periodicität der Function & bleibt dieselbe auch 
stetig beim Ueberschreiten der Querschnitte a^ 02, ch während sie beim 
Ueberschreiten der Querschnitte 6,, 62, 63 plötzliche Werthdiflferenzen erfährt 
nach folgendem Gesetz: 

bei br. d(+) = e-2^'"^~^"d^-> = 6-^^'^^+^«"V-^ 
. 62 : ^^ ^ ^ = e"~ ^^'»"^■~ ^»^^(-> = e-^ ^^»""^ + ^^r^)^M 

wenn durch das Zeichen (+), (— ) angedeutet ist, ob der Werth einer Function 
auf der positiven oder negativen Seite eines Querschnitts zu nehmen ist. 

Wenn die additiven Constanten ßi , ej , 63 nicht besondere Bedingungen 
erfüllen, so kann die Function & {vi , t2 , ©3) nicht identisch verschwinden, und 
nach einem Satze von Riemann toird die Function S'ipi^ «2, «3) cUsdann für drei 
Punkte der Fläche T unendlich klein eon der ersten Ordnung. 

I. Die Abhängigkeit der Punkte ri^^ri2^riz^ in denen die Function 5^(«>i, «2, «3) 
eerschufindet^ von den Constanten ei, 62, e^ wird näher bestimmt durch 
die Congruenz 

(1.) (61,627^3) = Q(y^'''du,+y''''du,+y*'''duj, + k,^), 

Weber, Abelsche Functionen. 9 
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toorin Ati, £29 ^3 Constanten sind^ die nur von der Lage des Punktes e^ 
nicht von der Lage der^ Q-Punkte rii^ ??2? ^37 also bei uneeränderlichem 
e auch nicht von 61, 02, e^ abhängen. 

Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf Riemann (1. c. No, 22 
und „Ueber das Verschwinden der i9^-Function", Borchardts Journal Bd. 65. 
p. 161.). Die Constanten Ai, &2, *3 sollen später in einer von Riemann ab- 
weichenden Art bestimmt werden. 

Der zuletzt ausgesprochene Satz lässt sich auch so ausdrücken: Die 
Function 



i9(y du^-Zif *rfttA-*,) 



verschwindet als Function von % in den drei Punkten ??i, i?2, ^3- Lassen 
wir ^ mit ri^ zusammenfallen, und berücksichtigen, dass die Function S^ eine 
gerade Function ist, so ergeben sich die beiden Gleichungen 

»{-fdu.-fdu.-h;) = 0, 

(2.) { V ' 

.^( /'"du,+y""du,+k,) = 0. 



e 



Die hier auftretenden Punkte t^i, tj2 sind durch die Congruenz (1.) definirt, 
in der die Grössen 6| , 62 , e^ ganz beliebig sind, nur an die eine Voraussetzung 

gebunden, dass die von ihnen abhängige i?-Function &f f du^— e^ nicht 

identisch verschwinde. Dieselben können also innerhalb gewisser Grenzen 
drei von einander unabhängige ganz willkürliche Aenderungen erleiden. 
Der Congruenz (1.) entsprechend können daher auch die Punkte ??i, 1^2,^3 
innerhalb gewisser Grenzen ein System von einander unabhängiger Ver- 
schiebungen erfahren. Und da nun eine stetige Function complexer Argu- 
mente nicht innerhalb eines endlichen Gebiets verschwinden kann, ohne 
überhaupt = zu sein, so folgt dass die Gleichungen (2.) allgemein, d. h. 
für ganz beliebige Lagen der Punkte 771, r]2 Gültigkeit haben. Wir haben 
daher den Satz: 
IL Die Function ^(ri,r2,r3) verschwindet, sobald man der Congruenz ge-- 
nügen kann: 

(3.) (rj,r2,r3) = {^J^jdu^+Jdui,+ ki^. 
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Die Umkehrung dieses Satzes beweist man auf folgendem Wege: 

Es sei jetzt angenommen, das Grössensystem r^ rj, r^ genüge der 
Bedingung 

^(ri,r2,r3) = 0, 
und zunächst sei 



(4.) &(/'du,-n) 



s 



nicht identisch (flir alle Lagen von e und ^) gleich Null. Dann ver- 
schwindet diese Function in drei Punkten, von denen einer mit s zusammen- 
fallen muss. Bezeichnen wir die beiden andern mit 171 , 7?2 , so folgt aus I. 
die Congruenz (3.). 

Wenn aber die Function (4.) identisch, für alle Lagen von «, ^ ver- 
schwindet, so betrachten wir in gleicher Weise die Function 

welche nicht identisch für alle Lagen von 6, ^, ^'^ ^" verschwinden kann, 
weil die Argumente derselben durch Verschiebung des Punktsystems ^, ^, ^" 
ein System von einander unabhängiger Aenderungen erfahren können. Diese 
Function verschwindet aber nach unseren Voraussetzungen in den Punkten 
€, ^" und mithin noch in einem dritten Punkt lyi, so dass aus I. die Con- 
gruenz folgt: 

(!(/""». + r.)) - (K/"<^.+/'*..+*.)). 
oder: 

(r,,r2,r3) = i^^f du^+J duu+ ki^ ^ 

worin bei unveränderlichen r, , ra , r^ der Punkt ^' willkürlich ist. Es kann 
aber, wie aus §. 9 11. hervorgeht, dieser Fall nur eintreten, wenn unsere 
Integrale zu den hyperelliptischen gehören. 

Es ergiebt sich hieraus eine wichtige Folgerung: Riemann hat in 
der Abhandlung „über das Verschwinden der t^-Function" gezeigt, dass die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für das identische Verschwinden 
von (4.) in dem hier vorausgesetzten Sinne die ist, dass die vier Grössen 

zugleich verschwinden, wenn die Ableitung A der Function & nach der 

9» 
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ersten, zweiten und dritten Variablen resp. mit v>) , i?2 , ^i bezeichnet werden. 
Es kann also dieser Fall nur bei denjenigen 6^-Functionen dreier Ver- 
änderlichen eintreten, welche aus den hyperelliptischen Functionen hervor- 
gehen. Es ergiebt sich hieraus weiter, dass in unserem allgemeinen Fall 
keine der Grössen ^{ipi^ip2^ipy) oder ^{p}(0, 0, 0) verschwinden kann, 
wenn ^pi, \p2^ Ip^ em System zusammengehöriger halber Perioden mit 
gerader Charakteristik (;;) bedeutet, weil die drei Ableitungen &[ (^pi, ip2^ ^Pi) 
unter dieser Voraussetzung immer verschwinden. Ebenso wenig können fllr 
ein System zusammengehöriger halber Perioden mit ungerader Charakteristik 

{p) die drei Ableitungen ^Kipi, ip2, ipz), &2{lpi, ip2APi\ *3 (iPi, iP2, iPa) 
zugleich verschwinden. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist der Satz bewiesen: 
ni. Wenn & (rj , ra , rj) verschißindet, so lassen sich die beiden Congruenzen 
befriedigen: 

(ri,r2,r3) = (a( J^'^' du^ + J^'^du,, + k,yj , 

(5.) { , ^, 

Die vier Punkte ^i, rj^^ i?l, ^i stehen dabei in folgendem Zusammenhang: 
(6.) 'il{f 'du,+/ 'du,+f 'du.+f'du,)) = (_2&,,-2&„-2*,), 



e 



eine Congruenz, die wir durch Subtraction der beiden Congruenzen (5.) er- 
halten. Da wir nach 11. das Grössensystem {r^ri^r^) durch die erste Con- 
gruenz (5.) als definirt annehmen können, so folgt, dass in (6.) die zwei 
Punkte i?i, r]2 willkürlich gewählt werden können. Daraus aber schliessen 
wir weiter nach dem Theorem IlL §. 9 dass in den vier Punkten ^i, i?2, ^yl, V2 
eine Function (p verschwindet. 

Durch die Congruenz (6.) sind die Constanten &i, &2, &3 bis auf ge- 
wisse noch nicht näher bekannte Systeme zusammengehöriger halber Pe- 
rioden durch bestimmte Integrale ausgedrückt, worauf wir weiterhin eingehend 
zurückkommen. 

Wenn die Function ^( / du^—r,^ zwar nicht flir alle Lagen von e 

und ^, was in unserem allgemeinen Fall nicht möglich ist, wohl aber fllr 
ein bestimmtes e flir alle Lagen von ^ verschwindet, so folgt aus III., dass 
die Congruenz • 
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(7.) (ri,r„r3) = (l(f'du,+/'"du,-\^/'"d»,-{-k,))y 

6 e € 

fUr^jede Lage des Punktes ^ erfüllt werden kann. Nach III. §. 9 sind 
daher ^, rju 1J2 solche Punkte, in denen eine Function q) verschwindet, 
welche ausserdem noch in einem unveränderlichen Punkt 'Qu gleich Null 
wird; daher hat man nach (6.): 



e 



wodurch (7.) übergeführt wird in 

(8.) in , r, , rj) = (Kry ' *'''* ~ **)) • 

Hieraus und aus U. folgt: 

IV. Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das identische Ver- 
schwinden von ^( / ^du^ — rA als Function von ^ ist die Congruenz (8.) 

oder: 
V. Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das identische Ver-- 

schwinden von ^( / du^— 1 ' dUf,— j ^du,,— / 'dUf.—kiA als Function 

€ 6 € € 

von ^ betrachtet, ist die, dass in den Punkten 171, r]2^ tjz eine Function 
(p verschwindet. 

Hieraus endlich und aus I. folgt: 
VI. Die Congruenz 

(9.) (Ci,e2,e3) = i^^J'^duj.^'JdUf.+J'^'dUf. + k^ 

e e e 

kann für ein beliebig gegebenes Grössensystem (^1,62, 63) immer erfüllt 
werden, und nur auf eine Weise, wenn nicht die Congruenz 

befriedigt werden kann, und auf unendlich viele Arten, wenn letzteres 

der Fall ist. In diesem Ausnahmefall können die Punkte 771, 1729 ^3 die 

0-Punkte von irgend einer Function tp sein, welche in ^0 verschwindet 

In diesen letzten Sätzen ist der Beweis enthalten, dass das im vorigen 

§. aufgestellte« Jacobische Problem im Allgemeinen nur eine Lösung zulässt, 

und zugleich erkennen wir die Bedingung für die Unbestimmtheit derselben. 
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Denn die Congruenz 

ri xi ya • 

wird durch Aenderung der Grössen «1, «29 t?} u||i gewisse Constanten auf 
die Form (9.) zurückgeführt. Unbestimmt wird daher das Jacobische Problem 
nur dann, wenn demselben solche Punkte ^1, ^j, ^3 genügen, in denen eine 
Function (p verschwindet. Wir schliessen daraus, dass rationale und sym- 
metrische Functionen der in ^i, ^2, ^3 stattfindenden Werthe von s, ä im 
Allgemeinen stetige und eindeutige sechsfach periodische Functionen der 
Argumente f?i, ©2, «3 sind. 

§. 11. Darstellung algebraischer Functionen durch i9'-Functionen. 
Die Function ^(^ / rfwA— Oist, falls sie nicht identisch verschwindet, 

wie oben gezeigt, eine Function von C^ die in der ganzen Fläche T mit 
Ausnahme der Querschnitte 61, 62, 63 stetig bleibt und in drei Punkten 
unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Ueberschreitet man den 
Querschnitt by von der negativen auf die positive Seite, so nimmt die Func- 
tion den Factor an: 

e 
wo unter / dUy das arithmetische Mittel der beiden an dem betreffenden 

€ 

Querschnitt stattfindenden Werthe dieser Function zu verstehen ist. 

Betrachten wir nun den Quotienten zweier solcher 6^-Functionen : 



&{J^dun-gi)' 



so stellt dieser eine Function dar, welche in je drei Punkten der Fläche T 
unendlich gross und unendlich klein von der ersten Ordnung wird (von 
denen auch einige zusammenfallen und sich aufheben können), die übrigens, 
mit Ausnahme der Querschnitte by^ stetig bleibt, an by nach folgendem Ge- 
setz unstetig wird: 

Im Wesentlichen dieselbe Eigenschaft besitzt auch die Function; 
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Q = e 



—^Zi^if dui *( / düA — Ca) 

€ e 



wenn i»i, «la, ms ganze Zahlen sind- Nur besteht an den Querschnitten h^ 
die Gleichung: 

3 
^(ßv — gv —Ziff^iO'iy) 

Diese Function Q ist daher nur dann an den Querschnitten by stetig, wenn 

ey—gy—^i^i^iy €jin ganzzahliges Vielfache von ni ist, d. h. wenn: 

1 

(e„ 62,^3) = {91^92^93)' 

Dann aber würde sich die Function Q auf eine Gonstante reduciren. 

Der Quotient ssweier S^-Functionen in Verbindung mit Exponential- 
factoren von der hier betrachteten Form kann daher niemals eine rationale 
Function von s und ss darstellen. 

Nehmen wir aber q verschiedene Grössensysteme an: 

eJ^ e|'>, «^'>; g?\ #, gi'\ 
e?\ e?\ e^'>; g?\ gP, ^^\ 



und bilden mit ihrer Hülfe das Product: 

P = e ' ' n 



^-'»(f'du,-g)py 



6 



so wird, vorausgesetzt dass keine der in P vorkommenden d^-Functionen 
identisch verschwindet, diese Function in je 3q Punkten der Fläche T 
unendlich gross und unendlich klein von der ersten Ordnung (die natürlich 
auch theilweise einander aufhebend zusammenfallen können) , ist an den 
Querschnitten ai, 02, a^ stetig und an dem Querschnitt by der Bedingung 
unterworfen : 

Wenn daher die Grössen e, g der Congruenz genügen: 
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\=1 1=1 i=:l '^ \r=l i-l 1 = 1 '' 

80 kann man über die ganzen Zahlen i»i , «h , «13 so verfügen, dass P auch 
an den Querschnitten 61, 637 ^3 stetig bleibt und demnach eine rationale 
Function von a und js ist. Umgekehrt lägst sich jede rationale Function von 
8 und z, und zwar in mannigfaltiger Weise durch einen Ausdruck von der 
Form P darstellen. 

Um dies zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass man, welche 
Lage auch ein Punkt rj haben mag, immer über die Punkte e', t" so ver- 
fügen kann, dass 

&(^J du,,-'J'^dur,—J duu—J du^—k^ 



e e e 



als Function von ^ nicht identisch verschwindet. Man hat nur *', s" so 
zu wählen, dass nicht in den drei Punkten e', s", rj eine Function 9 
verschwindet (§. 10 V.). Diese Function verschwindet daim in den drei 
Punkten ij, «', c". 

Es sei nun o eine beliebige rationale Function von s und a, die in 
den Punkten lyi, i?2--^^ unendlich klein, in ijl, ??i...i?^ unendlich gross 
von der ersten Ordnung wird. Nach dem Abelschen Theorem besteht dann 

die Congruenz 

I f I 

iZl du,, 2:/ du^.Z duA={z du,, £ 1 dth, Z duA 

€ e € e € € 

oder, wenn wir setzen: 

(ef >, e« e^«>) = (l(/'^' du,+/''du,+/'du,+ k,)), 



e € e 



€ 9 € 

und demnach lässt sich ttber die ganzen Zahlen m, , m, , «Rj so verfttgen, dass 

P = e ' ' n hrr 
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eine rationale Function von s und ä wird. Diese Function aber wird 
Null in den Punkten 171, i?2 ••• ^^3 unendlich in 7?i, %«-^|u iind stimmt 
sonach bis auf einen constanten Factor mit der gegebenen Function a 
überein. 

Die beiden Punkte b', «" sind an die einzige Beschränkung ge- 
knüpft, dass die in ihnen verschwindende Function (p in keinem der Punkte 
Tj^ rf verschwindet. In den Punkten «', c" wird Zähler und Nenner von F 
zugleich und in gleicher Ordnung unendlich klein, so dass P selbst dort 
endlich bleibt. 

Die Darstellung einer gegebenen Function o durch ^-Functionen 
kann auf mannigfache andere Arten erreicht werden, wobei eine geringere 
Zahl von i^-Functionen im Zähler und Nenner ausreicht. So kann man 
immer zwei, in den meisten Fällen drei der gegebenen Punkte 77^ ri (letzteres 
wenn in ihnen nicht eine Function y verschwindet) in derselben d^-Function 
vereinigen, so dass im günstigsten Fall \ii Factoren im Zähler und Nenner 
zur Darstellung ausreichen. Bei der hier gegebenen Darstellung hat man 
auf AusnahmeMle gar nicht Rücksicht zu nehmen. 

Bei dem Nachweis, dass unsere Function F eine rationale Function 
von s und ä ist, wurde von den Punkten tji, ri2 ... tj^, '^i? ^2 ••• ^^^ keine 
andere Eigenschaft benutzt, als die aus dem Abekchen Theorem folgende 
Congruenz. Wenn daher nur diese Congruenz besteht, so wird F eine 
rationale Function von s und j5 sein, die in den Punkten rj^^ ^2 ••• ^^ lui- 
endlich klein, in ?ji , rj2 ... % unendlich gross von der ersten Ordnung, sonst 
weder Null noch unendlich wird. 

Daraus ergiebt sich ein Satz, der als die ümkehrung des Abebchen 
Theorems bezeichnet werden kann: 
VII. Wenn die Funkte tj^^ % ... ^^; Vn ^«-«^^ ^^ Congruenz genügen: 

(l(/'^'du,+/\u, + -^+/'^'du,)) = (0,0,0), 

so eanstirt eine rationale Function a von s und j5^ die in den Funkten 
Vii V^'"V/4 unendlich klein , in ?yl, ^...^y^^ unendlich gross von der 
ersten Ordnung, sonst weder Null noch unendlich wird. 
Eine lineare Function dieser Function a lässt sich dann so bestimmen, 

dass sie in den Punkten tji, 1^2 ... ^^, resp. 17!, 7?2 ••• ^^ und in keinen andern 

je einen beliebig gegebenen Werth annimmt. 

Weber, Abelsche Functionen. 10 
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§. 12. Bestimmung der Gonstanten fc^, i,, k^. 
Eg hat sich oben ergeben, das» die Function ^( / ^rf^A^O, falls sie 

£ 

nicht identisch verschwindet, in drei Punkten i?i, ??2? Vs der Fläche T un- 
endlich klein von der ersten Ordnung wird, welche der Congruenz genügen: 

(61,62,^3) = (^^(^jdu^+jdu,+j'du, + k,yj. 

e e e 

Hierin sind die Constanten fti, &2? A3 unabhängig von 61, 62, e^ und können 
sonach , ausser von den Goe'fficiejiten der Gleichung F(«, a) = 0, nur noch 
von dem willkürlich zu wählenden unteren Grenzpunkt e abhängen ; übrigens 
sind diese Constanten ihrer Natur nach nur bis auf ein beliebiges System 
zusammengehöriger Perioden bestimmt. Soweit die Werthe derselben 
daher überhaupt bestimmt sind, können sie gefunden werden, wenn die 
Punkte ?ji, 7?2, ^3 fttr irgend ein specielles- System (61,62,^3) bekannt sind. 
Hierfür können wir, was am nächsten liegt, das System 

(e„e2,e3) = (0,0,0) 

wählen, denn die Function 

€ 

verschwindet nicht identisch, da sonst & (0, 0, 0) verschwinden müsste, was, 
wie wir oben gesehen haben, nicht der Fall ist. Werden daher die dieser 
Annahme entsprechenden Punkte 171, 1727 % mit c{"\ c^^\ c^^^ bezeichnet, so 
ergiebt sich die Congruenz 

(1-) (&i,&a, A3) = (!(-/ du,^J du,^f'du,)), 



€ 



und wir können folgenden Satz aufstellen: 

Vin. Verschwindet die Function O^fjdUf^ in den Punkten cf\ cf\ c?'\ 

80 verschwindet ^( / dUf,— / dUf,— / 'du^— / 'du^ in den Punkten 

i c^;o c<") cc;o 

Vii Vii ^39 welche Ixige diese letzteren Punkte haben mögen. 
Die hier auftretenden unteren Grenzpunkte cf'\ c^^\ cf^ lassen sich 
auf algebraischem Wege bestimmen. Um dies nachzuweisen, setzen wir 
die Werthe von (Äi, Ä27 A3) wie sie unter (1.) aufgestellt sind, in die Con- 
gruenz (6.) §. 10. p. 68 wodurch dieselbe die Gestalt erhält: 
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(2.) il(f'''du,-{-f'''du,+/'''du,+f'''du,+2f'du,)) = (0,0,0), 
cm 1^0) c?') c(») c(") 

13*2 8 

wenn i?i, %? ^n V2 irgend vier Punkte sind, in denen eine Function (p ver- 
schwindet 

Nach VII. §. 11. folgt aber hieraus, dass eine rationale Function a 
von 8 und z existirt, welche in den Punkten i?i, t]^^ ??1, lyi unendlich gross 
von der ersten, in e unendlich gross von der zweiten Ordnung und in 
ci"\ c^"\ cf^ unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. 

Eine solche Function a^ die in sechs Punkten unendlich gross von. 
der ersten Ordnung wird, hängt von vier Constanten linear ab, und man 
kann die drei Verhältnisse dieser Constanten so bestimmen, dass die sechs 
Nullpunkte dieser Function iigend dreien von einander unabhängigen Be- 
dingungen genügen. Sind diese Bedingungen algebraisch, so wird die 
Function dadurch auf eine endliche Anzahl von Arten bestimmt Solche 
Bedingungen sind aber die, welche hier gestellt werden müssen, nämlich 
dass die sechs Nullpunkte von o paarweise zusammenfallen. Unter den 
verschiedenen möglichen Systemen dieser Nullpunkte müssen die Punkte 
c}^\ (4^\ cf^ gefunden werden. 

Die Darstellung einer solchen Function a ist auf unendlich viele 
verschiedene Arten möglich, von denen die einfachste folgende ist: 

Es seien ^i , 92 7 9>3 irgend drei von einander unabhängige Functionen 
(p, 9?4 sei eine Function (p die in den vier Punkten ^i , 172 ? ^1 ? Vi verschwindet, 
femer sei, 9)5 eine solche Function (p, die in e unendUch klein von der 
zweiten Ordnung wird, welche dadurch bis auf einen constanten Factor 
bestimmt ist, und ausser in e noch in zwei Punkten verschwindet Endlich 
sei W{q>i^q>2^(p2) eine homogene Function zweiten Grades, welche in den 
beiden Punkten Null wird, in denen cps ausser in € verschwindet, und welche 
demnach noch vier Constanten homogen und linear enthält Unser a kann 
dann in der Form angenommen werden: 

und die Verhältnisse der Constanten in W müssen so bestimmt werden, dass 
die noch übrigen sechs Nullpunkte von W paarweise zusammenfallen. 
Unter den verschiedenen Möglichkeiten, wie dies geschehen kann, ist auch 
die enthalten, dass diese Nullpunkte in die Punkte c^^\ c^^\ cf^ fallen. 

10* 
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Die geometrische Bedeatong dieser Fanetion V ist folgende: Man 
lege in dem Punkt e eine Tangente {cps = 0) an die Curve .vierter Ordnung 
* = und durch . die beiden vom Berührungspunkt verschiedenen Schnitt- 
punkte dieser Tangente einen Kegelschnitt welcher die Curve vierter Ordnung 
in drei Punkten berührt. Unter den verschiedenen möglichen Systemen 
von Berührungspunkten solcher Kegelschnitte müssen die gesuchten Punkte 
cf\ c^">, cf sich finden. 

Auf die Bildungsweise der Functionen ¥" (y, , q>2 , (Pi) kommen wir im 
nächsten Abschnitt zurück. Hier soll nur noch die Bedeutung der übrigen 
möglichen Systeme von 0-Punkten solcher Functionen V erörtert werden, 
welche nicht mit den Punkten c^\ c^"\ cf ^ zusammenfallen. Es wird sich 
dabei die Anzahl der Functionen V ergeben, welche den hier gestellten 
Bedingungen genügen, womit zugleich der Beweis geführt ist, dass diese 
Bedingungen von einander unabhängig sind. 

Nehmen wir an, es seien V',,, W zwei solcher Functionen, von denen 
die erste zu dem Punktsystem c{"\ c^"\ cP, die andere in entsprechender 

Weise zu dem Punktsystem c,, C2, Cj führt. Dann ist jg- eine rationale 

Function von s und ss welche unendlich klein und unendlich gross von der 
zweiten Ordnung wird resp. in den Punkten Ci, Cj, c^; cl"^ (^^\ cj^\ sonst 
aber endlich und stetig bleibt. Wir haben also nach dem Abebchen Theorem 
die Congruenz 

(3.) i^i^fdu, 4- 2/X+ "^pdui)) = (0, 0, 0), 

c(") c5»> cj»> 

oder durch Division mit 2, wenn (iöJ|, löJj, I0J3) ein System zusammen- 
gehöriger halber Perioden mit der Charakteristik (cö) bedeutet: 

cO» cfo cj^> 

Aus dem Theorem VIIL folgt also, dass die Punkte Ci, Ca, c^ diejenigen 
sind, in welchen die Function 

^(/'rf«A±iö),), 

oder, was dasselbe ist, &\B\(^ jdui^ verschwindet. Ist die Charakteristik 
(ö)) gerade, so kann diese Function überhaupt nicht identisch verschwinden, 
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ist (c0) ungerade, so kann über s jedenfalls so verfügt werden, dass die- 
selbe nicht identisch verschwindet (p. 67), woraus zunächst (nach V. §. 10) 
folgt, dass in den Punkten Ci, Cj, c^ nicht eine Function cp verschwindet, 
und femer dass für jede Charakteristik (o)) ein und nur ein Punktsystem 
Ci, Ca, C3 existirt. Die Anzahl dieser Punktsysteme und. mithin die Anzahl 
der von einander verschiedenen Functionen iP ist sonach eben so gross 
wie die der Charakteristiken, nämlich 64 {cf\ c^"\ cj'^ eingeschlossen). 

Es besteht aber zwischen diesen 64 Punktsystemen Ci, C2, C3 ein 
wesentlicher Unterschied, je nachdem sie zu einer geraden oder einer un- 
geraden Charakteristik gehören. Ist nämlich die Charakteristik (fi)) ungerade, 
so wird . einer der Punkte Ci , Cj , Cj , etwa Cj , mit s zusammenfallen und 
die Function W ist durch (ps theilbar. Das Resultat der Division ist eine 
Function q> welche in zwei (von e unabhängigen) Punkten c^ , Cj unendlich 
klein von der zweiten Ordnung wird. Ist die Charakteristik (cö) gerade, 
so kann keiner der Punkte C|, c,, c^ mit s zusammenfallen. 

Hieraus folgt: 
IX. Es existiren 28 Functionen tp welche in zwei Punkten unendlich klein 
eon der zweiten Ordnung werden und 36 eigentliche Functionen W welche 
eon der Lckge des Punktes e abhängig sind. 

Diese 28 Functioi^n y, für sich = gesetzt, geben die Gleichungen 
der 28 Doppeltangenten unserer Curve vierter Ordnung. Sie spielen in 
der Theorie eine so wichtige Rolle, dass die Einführung eines besonderen 
Namens fiir dieselben geboten ist. Wir nennen mit Riemann die Quadrat- 
wurzeln aus diesen Functionen q> Abelsche Functionen. (Vgl. Roch „über die 
Anzahl willkürlicher Constanten in algebraischen Functionen." Borchardts 
Journal Bd. 64. p. 372.) 



III. Abschnitt 

DieAbelschen Functionen. 

§. 13. Darstellung der Abelschen Functionen durch ^-Functionen. 

JCiö mögen jetzt (cD,), (iDj) irgend zwei ungerade Charakteristiken 
bedeuten. Der Quotient der beiden i^-Functionen : 

i 

*{«,)(/W)' • 

ist eine symmetrische Function der beiden Punkte ^, ^\ welcher als Func- 
tion von ^ die Eigenschaft hat, in je zwei Punkten der Fläche T unendlich 
gross und unendlich klein von der ersten Ordnung zu werden, sonst aber 
stetig zu bleiben. 

Um die Aenderung dieser Function an den Querschnitten zu unter- 
suchen, sei 

Zufolge der fundamentalen Eigenschaft der i^-Functionen, die in den 
Formeln (3.) p. 15 ausgedrückt ist erhält diese Function beim Ueberschreiten 
der Querschnitte gewisse Factoren, die =±1 sind und folgendermassen 
bestimmt werden: 

Am Querschnitt a. ist der Factor (— 1) ' * , 

,,0)_,,(2) 
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Das Quadrat unserer Function ist sonach an allen Querschnitten stetig und 
daher rational durch die in ^ stattfindenden Werthe von s, z darstellbar. 

Nach den Sätzen des §. 12 sind die Punkte, in welchen diese Function 
Null und unendlich wird, solche, in denen je eine Function (p unendlich 
klein von der zweiten Ordnung wird, also die 0-Punkte je einer Abehchen 
Function- 

Bezeichnen wir diese beiden Abekchen Functionen mit y'aji, ^otj, so 
muss demnach eine Gleichung von der Form bestehen: 



C' 

wenn C von C unabhängig, dagegen noch von ^' abhängig ist. Wegen der 
Symmetrie der Function auf der rechten Seite muss C den Factor ent- 

halten: -f , wenn die Werthe der Functionen Xi, a?2 in dem Punkte ^' mit 

a?i, X2 bezeichnet werden. Verfügt man also über einen constanten Factor 
der Functionen a?i, Xj in passender Weise, so kann man die Gleichung 
aufstellen : 



1/^ = 

1 x^x. 



c 



d{o.}(/*d«*) 

Da, wie wir oben gesehen haben, zu jeder ungeraden Charakteristik (öJ) 

eine bestimmte Abebche Function y^x gehört, und umgekehrt, so lässt sich 
jeder Quotient zweier Abekchen Functionen in dieser Weise als Quotient 
zweier ^-Functionen darstellen. 

Wenn eine Abekche Function yx in denselben Punkten verschwindet 
wie ^\(i^\( I du\ so soll (c0) die Charakteristik dieser Abekchen Function 

genannt und mit {^x) bezeichnet werden. 

Es hat also jede Abekche Function eine bestimmte ungerade Cha- 
rakteristik und umgekehrt gehört zu jeder ungeraden Charakteristik eine 
bestimmte Abekche Function. 

Mit Anwendung dieser neuen Bezeichnung lässt sich die oben ge- 
fundene Relation auch so schreiben: 



/ 



/ 
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Die Charakteristiken haben, wie aus dieser Fonnel hervorgeht, eine be- 
stimmte algebraische Beziehung zu den AbeUchen Functionen in folgender 

Weise : Der Quotient zweier Abehchen Functionen y ^ wird in T' in zwei 

Punkten Null und unendlich in der ersten Ordnung, bleibt sonst stetig und 
nimmt beim Ueberschreiten der Querschnitte Factoren an, die =±1 sind. 
Diese Factoren werden durch die Summe (oder die Differenz) der Cha- 
rakteristiken des Zählers und Nenners bestimmt, so nämlich, dass wenn: 

gesetzt wird, der Factor, den y ^ an a. annimmt, =(—!)*•, der an 6, =(—1)*» ist. 

Die Formel (1.) lässt sich anwenden, um die Quadrate der AbeUchen 
Functionen linear darzustellen durch die in den Normalintegralen erster 
Gattung vorkommenden Functionen 9)1, 929 Vz' Ist nämlich: 

«1-1 ÖF 5 W2- I Qp ^ «3-1 Qp ^ 

dui : dui : dui = (Pii (p^Kfi^ 
und lässt man in (1.) ^ mit S' zusammenfallen, so erhält man auf der rechten 
Seite einen Ausdruck von der Form -^ dessen Werth sich durch Differen- 

tation bestimmen lässt. Auf der linken Seite ergiebt sich — , und wenn 

man einen constanten Factor, der an sich unbestimmt bleibt, = 1 setzt, so 
erhält man fttr das Quadrat einer beliebigen AbeUchen Function den Ausdruck : 

wenn die ^'\]^x\ dieselbe Bedeutung haben wie früher (p. 42.). Wir werden 
später diese Formel anwenden, um umgekehrt die Normalintegrale erster 
Gattung durch die AbeUchen Functionen darzustellen, was vortheilhafter ist, 
da die Bedingungen für die letzteren algebraisch sind, während die fllr die 
Normalintegrale erster Gattung transcendent sind. 



i 
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§.14. Algebraisehe Relationen zwischen den Abelschen Functionen. 

Da wir die Abelschen Functionen im Vorhergehenden in Beziehung 
gesetzt haben zu den ungeraden Charakteristiken, so werden auch die Sätze 
tlber die Gruppirung dieser Charakteristiken, die man in äen §§. 3, 4 findet, 
ihre bestimmte algebraische (und geometrische) Bedeutung erhalten, was 
sofort bei der folgenden Frage hervortritt. 

Wir suchen aus den Abelschen Functionen Ausdrücke zusammenzu- 
setzen, äie sich rational durch s, z darstellen lassen. Diese Eigenschaft 

kann niemals dem Quotienten zweier Abelscher Functionen l —^ zukommen, 

denn ein solcher Quotient wechselt beim Ueberschreiten wenigstens eines 
der Querschnitte sein Zeichen, da die Summe zweier verschiedener ungerader 

Charakteristiken niemals =^qqq^ sein kann. 

Betrachten wir aber den Quotienten von zwei Producten je zweier 
Abelscher Functionen wie 



/ 



^ihi 



so wird dieser dann, und nur dann, rational sein, wenn die Summe der 
Charakteristiken im Zähler und Nenner gleich sind. Li Zeichen: 

wofllr wir kürzer schreiben können: 



wenn man unter der Charakteristik eines Productes von zwei oder mehr Abelschen 
Functionen die Summe der Charakteristiken der einzelnen Factor en versteht. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

I. Der Quotient y-^ ist rational durch s^ z darstellbar^ wenn die 

Charakteristiken (i/a?f), (i/?i); {^X2)^ (]/^2) zwei P€iare einer Gruppe 
bilden. (§. 3.). 

Demnach ordnen sich, ebenso wie die Charakteristiken, die 14.27=6.63 
Paare Abelscher Functionen zu sechs und sechs in 63 Gruppen, welche die 
Eigenschaft haben, dass der Quotient und mithin auch das Product je zweier 
Paare einer Gnippe rational ist. 

Nehmen wir nun aus einer dieser Gruppen drei Paare heraus: 

ya?i, l^lij M, ySi] |/a?3, |/?3, 

Weber, Abelsche Functionen. 11 
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so können wir daraus die beiden rationalen Functionen bilden: 



welche in denselben vier Funkten (in denen keine Function (p verschwindet), 

nämlich in den 0-Punkten von ^x^ und yij, unendlich gross in der ersten 
Ordnung werden. Nach dem (p. 51, 52) angeführten Riemannschen Satz sind 
also diese beiden Functionen linear darstellbar durch eine ähnliche Function, 
oder es besteht zwischen diesen Functionen eine lineare (nicht homogene) 
Grleichung. Dasselbe sagt der folgende Satz aus: 

IL Zwischen den drei Functionen }/xi^i, }/a:^2^2 9 }-^s§3 besteht eine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefßcienten welcher durch passende 
Verfügung über die in ^i, I27 ^3 noch disponiblen constanten Factoren 
die Gestalt gegeben werden kann: 



(1.) |/a?i?i+>/a? l2+|/a?3l3 — 0. 

Solcher Gleichungen kann man in jeder Gruppe 20, also im Ganzen 1260 
aufstellen. Man kann der Gleichung (1.) jede der drei Formen geben: 



(2.) \2^Xi§3Xi§i = -'Xi^i + X2§2''^i^i^ 

oder auch die symmetrische Form: 

(3.) x\fi+xl^+xlSl — 2x2S2XiSz'-2x^SiXiSi—2xi§^X2§2 = 0. 



Aus (2.) erhält man die rationalen Ausdrücke für die Functionen ]/ ^^ ? 

yfi|L. Femer sind die Formeln (2.) der Ausdruck für den geometrischen 

Satz, dass die acht Berührungspunkte von vier Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung auf einem Kegelschnitt liegen, wenn die Charakteristiken 
derselben zwei Paare einer Gruppe bilden, und dass die Berührungspunkte 
dreier Doppeltangenten auf einen Kegelschnitt liegen oder nicht, je nachdem 
die Summe der Charakteristiken derselben ungerade oder gerade ist. Im 
ersteren Fall geht dieser Kegelschnitt noch durch die Berührungspunkte 
einer vierten Doppeltangente. Man sieht hieraus, dass die Gruppirung der 
28 ungeraden Charakteristiken, wie sie im §. 3 betrachtet ist, übereinstimmt 
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mit der von Steiner angegebenen Gruppirung der Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung. *) 

Ueberhaupt wird man in den Sätzen des §, 3 zum Theil Steiner sehe 
Sätze über die Doppeltangenten wiedererkennen. 

Ein geometrischer Satz, von dem ich nicht weiss, ob er bisher be- 
merkt worden ißt, der aber für die Folge von Bedeutung ist, ergiebt sich 
aus der Existenz der vollständigen Systeme ungerader Charakteristiken. §. 4. 

Es lassen sich auf 8.36 = 288 verschiedene Arten bei einer aUge-^ 
meinen Curee vierter Ordnung Systeme eon je sieben Doppeltcmgenten finden, 
welche die charakteristische Eigenschaft haben, dass die Berührungspunkte von 
keinen dreien derselben auf einem Kegelschnitt liegen. 

Diese Systeme entsprechen den 288 vollständigen Systemen unge- 
gerader Charakteristiken. 

Die Quadrate der Abelschen Functionen sind Functionen (p und daher 
besteht zwischen höchstens vier derselben eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coe'fficienten. Es kann niemals durch diese linearen 
Gleichungen, ohne Zuziehung der Gleichung F{s, z) = 0, eine der Gleichungen 

(1.) (oder (2.), (3.)) identisch erfüllt werden; denn sollte -/x^J^x^z schon 
an sich rational sein, so müssten die vier Functionen a?i , ^i , ajj , f 2 bis auf con- 
stante Factoren paarweise identisch sein, gegen die Voraussetzung. Es können 
somit alle diese Gleichungen (1.) (oder (2.), (3.)) als verschiedene Formen 
der Gleichung F(s^ js) = oder der Gleichung der Curve vierter Ordnung 
0(^1, 9)2, 9 ) = angesehen werden, wodurch wir auf die Form der Gleichung 
geführt sind, welche zuerst Hesse für die allgemeine Curve vierter Ordnung 
aufgestellt hat.**) 

Es ergiebt sich femer leicht, dass zwischen den drei Functionen 
0?! , 0^2 , Xs eine lineare homogene Relation mit constanten Cofe'fficienten nicht 
bestehen kann. Denn wäre dies der Fall, so würden diese drei Functionen 
in einem Punkt verschwinden, welche der Gleichung (1.), also auch der 
Gleichung F{s, ä) = genügt. Es würden also drei verschiedene Func- 
tionen (p existiren, die in demselben Punkt der Fläche T in der zweiten 



*) Steiner „Eigenschaften der Curven vierten Grades etc." Crelles Journal 
Bd. 49. p. 265. 

**) Hesse „ lieber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung ". Crelles Journal 
Bd. 49. p. 279. 

11» 
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Ordnung verschwinden, was (im allgemeinen Fall, der nicht auf hyperelliptische 
Functionen ftlhrt) nicht möglich ist. (Vgl. p. 59). 

Geometrisch folgt hieraus, dass drei Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung, welche in einer Steinerschen Gruppe vorkommen, in der 
keine zwei gepaart sind (deren Charakteristiken eine gerade Charakteristik 
zur Summe haben) nicht durch einen Punkt gehen können, wenn die Curve 
vierter Ordnung keinen Doppelpunkt hat. Anders gruppirte Doppeltangenten 
können unter besonderen Voraussetzungen zu dreien oder mehreren durch 
einen Punkt gehen, ohne dass dadurch Doppelpunkte bedingt werden. 

Wir können daher durch irgend drei solche AbeUche Functionen 
a?i, X2^ Xz alle übrigen linear und homogen ausdrücken und können die 
Verhältnisse x^xa^ix^ an Stelle von «, ä als Variable einführen , so dass 
die Gleichung F(«, «) = geradezu die Form (1.) (oder (2.), (3.)) annimmt 

Es existiren auch Relationen höherer Ordnung zwischen den Abebchen 
Functionen. Sind nämlich 



]fXiX[Xi^ "^X^OihX^^ ix^X^xi^ "^X^X^Xil^ "^XsXsX's 

fünf Producte von je drei Abelschen Functionen, welche dieselbe Cha- 
rakteristik haben: 



{ix^x!ix!l) = {ix2X2xl) = ••. = {ixsx^x^)^ (§. 3. IV. V.), 
so sind die Quotienten 



/^x<: jx.« j ^.« j^.« 

yx,x\x'i' \x,x\xr u,x\x'r vx,x',x': 

rational und werden in denselben sechs Punkten unendlich gross von der 

ersten Ordnung. Daraus folgt wie oben, 

ni. d(i88 sswischen diesen eier Producten eine lineare nicht homogene Gleichung 

mit Constanten Coeffiäenten besteht, oder tcas da^ Gleiche ist, dass eine 

Relation eon der Form Statt hat: 



}^Xi x[ x'i + }/a?2 X2 X2 + yx^ x^ x'i + ^x^ x^ xl + j/a^g Xf, xi = 0, 

falls eine solche Relation nicht schon zwischen einer geringeren Zahl 
dieser Producte eintritt. 
Auf dieselbe Weise schliesst man weiter, dass zwischen höchstens 

2»— 1 Producten von der Form ^xx\.. x^""^^^ welche die gleiche Cha- 
rakteristik haben, eine homogene Relation mit constanten Coefficienten 
besteht. 



t 



85 

§. 15. Algebraische Bestimmung der Abelschen Functionen und ihrer 

Charakteristiken. 

Ist die Gleichung vom Geschlecht 3 in irgend einer beliebigen Form 

F{8, «) = 

gegeben, so lassen sich drei von einander linear unabhängige Functionen 
(p ohne Auflösung höherer algebraischer Gleichungen finden, denn von den 
Functionen (p wird ausser einem bestimmten Grad in s und ss nur verlangt, 
dass sie in gewissen Punkten auf bestimmte Weise verschwinden sollen. 
Die Bestimmung der Lage dieser Punkte (nämlich der singulären Punkte 
von F(*, ») = 0) kann zwar unter Umständen auf Gleichungen höheren Grades 
führen, aber man übersieht leicht, dass in den Functionen cp nur symmetrische 
Functionen der Wurzeln dieser Gleichungen auftreten, so dass die Functionen 
(p rational durch die Coe'fficienten der Gleichung F(«, z) = ausdrlickbar 
sind. Es kommen daher auch in der homogenen Gleichung vierten Grades 
* iVi ? 9^2 7 Va) = nur rationale Functionen dieser CoSfficienten vor , und 
wir können daher ohne Weiteres von einer beliebig gegebenen homogenen 
Gleichung vierten Grades zwischen drei unabhängigen Veränderlichen 
ausgehen. 

Die Bestimmung der Abelschen Functionen aber (der Doppeltangenten 
der Curve vierter Ordnung) verlangt die Auflösung einer algebraischen 
Gleichung 28. Grades, welche im Allgemeinen, d. h. wenn über die Gestalt 
der Gleichung F = oder * = nicht besondere Voraussetzungen gemacht 
werden, eine Reduction auf Gleichungen niedrigeren Grades nicht gestattet, 
was von C. Jordan bewiesen ist. *) Von dieser Gleichung 28. Grades müssen 
wir flir die weitere Entwickelung der Theorie voraussetzen, dass ihre 
Auflösungen bekannt seien (wie man in der Theorie der hyperelliptischen 
Functionen voraussetzen muss, dass die Function unter dem Quadratwurzel- 
zeichen in ihre linearen Factoren zerlegt sei). Es ist dies aber die einzige 
nicht algebraisch auflösbare Gleichung, deren Lösung zur vollständigen 
Erledigung der Fundamentalprobleme erforderlich ist. 

Setzen wir aber auch die Lösung der in Rede stehenden Gleichung 
28. Grades als bekannt voraus, so bleibt immer noch eine wichtige Frage 
zu beantworten, nämlich : wie bestimmt man die Charakteristiken der einzelnen 
Abelschen Functionen? Diese Frage wird im Nachstehenden ihre vollständige 



*) C. Jordan, Trait6 des Substitutions p. 330. 
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Beantwoi-tnng finden. Es ist jedoch von vornherein zu betonen, dass die 
Charakteristiken der Abelschen Functionen ihrer Natur nach nicht alle völlig 
bestimmt sind ; sie hängen in gewisser Weise von der Art ab, wie die Fläche 
T in eine einfach zusammenhängende T' verwandelt wird. Die nachfolgende 
Untersuchung wird uns nicht blos alle möglichen Arten der Charakteristiken- 
bestimmung liefern, sondern auch keinen Zweifel darüber lassen, dass diese 
Bestimmungsarten alle zulässig sind. Das einer solchen Bestimmungsart 
entsprechende Querschnittsystem der Fläche T zu kennen, ist vollkommen 
überflüssig, wie denn überhaupt in den Endresultaten diese Fläche und die 
sich daran knüpfenden geometrischen Anschauungen ganz in den Hinter- 
grund tieten. 

Wir geben der nachfolgenden Untersuchung der Abelschen Functionen 
eine geometrische Einkleidung, theils des bequemeren Ausdrucks halber, 
theils um die Anknüpfung an andere Untersuchungen des gleichen Gegen- 
standes zu erleichtern. Wir reden demnach kurz von den Charakteristiken 
der Doppeltangenten, indem wir damit die Charakteristiken der ihnen ent- 
sprechenden Abelschen Functionen meinen. 

Die Curve vierter Ordnung ist im Allgemeinen durch sieben ihrer 
Doppeltangenten bestimmt; diese sieben aber können ganz beliebige Lagen 
haben. Wir nehmen daher sieben der Doppeltangenten als bekannt an und 
suchen die übrigen 21 daraus zu bestimmen. 

Sind sieben beliebige gerade Linien gegeben, so giebt es eine zwar 
endliche aber beträchtliche Anzahl von Curven vierter Ordnung, welche 
diese Linien zu Doppeltangenten haben; es giebt aber eine und nur eine 
einzige^ wenn ausserdem noch verlangt wird, dass die Berührungspunkte eon 
keinen dreien dieser Linien auf einem Kegelschnitt liegen, oder was dasselbe 
ist, dass die Charakteristiken derselben ein vollständiges System bilden sollen. 

Da umgekehrt bei jeder Curve vierter Ordnung, wie oben gezeigt 
288 Systeme solcher Doppeltangenten existiren, so gelangen wir auf diese 
Weise zur allgemeinsten Curve vierter Ordnung. 

Den sieben als gegeben vorausgesetzten Doppeltangenten können 
die Charakteristiken eines beliebigen vollständigen Systems in beliebiger 
Ordnung beigelegt werden. Denn denken wir uns umgekehrt die sämmt- 
lichen Doppeltangenten mit ihren Charakteristiken bestimmt, so können wir 
ein beliebiges System von der verlangten Eigenschaft herauswählen und 
unseren Betrachtungen zu Grunde legen. 
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Es seien nan die Gleichungen der sieben gegebenen geraden Linien: 

x,^0, x, = 0, 0:3 = 0, /^^ = 0, ^ = 0, ^' = 0, / = 0. 

Betrachten wir hierin Xj, 0^2 , 0:3 als unabhängige Veränderliche ^ so mögen 
gr^"^, g, g\ g^ durch diese folgendermaassen ausgedrückt sein: 

g = Xi-\- X2-T ^3? 

.^ . /^ = »1 a^i + aiiT^ + ajiTa, 

^ = a^Xi + üiXi + a^Xi^ 



§f II .11 1 " 



g = Ol iCi + o, Xj+Oj ajj. 

Diesen sieben Doppeltangenten mögen die Charakteristiken eines vollständi- 
gen Systems beigelegt sein, so dass wir haben: 



(2.) { ' (lV) = 056V (l^) = (/?:), 



f--l 



Nach §. 4 XIV. kommen die drei Charakteristiken (i^aii), (i^iCj), d^'o^a) in 
einer und nur in einer Gruppe vor, welche keine der Charakteristiken 

(]/gf) enthält und zwar ist die Charakteristik dieser Gruppe: 

Sind daher fi, I2, I3 drei noch unbekannte lineare Functionen von a:,, 0:3, 0^3, 
so kann die Gleichung der Curve vierter Ordnung in die Form gesetzt 
werden : 



(3.) i^a?! Ii + i^ojj f 2 + l^a?3 13 = 0, 

und ^1 = 0, ^2 = 0, ^3 = sind drei weitere Doppeltangenten , deren Cha- 
rakteristiken resp. mit denen von cd, = 0, 0:2 = 0, 0:3 = in der oben er- 
wähnten Gruppe gepaart sind. Demnach haben wir: 



(^'0 = ip + ß.-^ß,) = {p)^'{)^x,x,\ 



(4.) {{m = {p+ß,+ß,) = {p)+{]^x,x,\ 
(.]%) = (/^ + /^i + ß2) =(/?)+ (1^^). 

Wir betrachten nun die drei Gruppen 



{\xik\ (l^a^ilj). i]'x2x;)^ 
welche zu denjenigen gehören, die nach §. 3 I. zusammen alle 28 ungeraden 
Charakteristiken enthalten. Da aber die Charakteristiken {]'g^''^)i{ig)){]'g)i{)'g') 
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weder in der Gruppe (}^aJ2§2) noch in {]^X2X^) vorkommen, so müssen sie 
in {^XiSi) enthalten sein. Auf die gleiche Weise schliesst man, dass die- 
selben in den Gruppen (1^X3 li), (j/a'il^), und zwar in diesen drei Gruppen 
ungepaart enthalten sind- Bedeuten daher yf'\ yi^ y\^ //, yj'*\ ^2, Y2^ K? 
^3^ ^3? 7^1 Yz unbekannte lineare Functionen von äCi, a?2, x^^ welche, =0 
gesetzt, weitere Doppeltangenten liefern, so haben wir folgende drei 
Gruppen : 

(/> + ßd : iyxJz) (t/^) (1 V V'Ö C)/^) (jWD (i^TyT), 



(5.) (Z^ + A) : (l^:r3^0(l^^i^3)(lV"Vn(>/^^)(]Y^)(lW2'), 



woraus sich für die Functionen yy die Charakteristiken ergeben: 



W) = (/^+/3,+Ä) = (/^)+(|/a^ii7^"^), W) = (/^+Ä+/34) = (;>)+(|/a:2i/<'^^). 






(6.) 



(}/H^) = {p + ßz + ß.) = (/^) + (l/^^), 



(1/^3) =(/^ + Ä + /35) = (p) + (}/a:3i/), 



(l>3) =(p+A + /?c)=.(/^) + (>/a:3^0, 

(l/?7) =(/^ + Ä + ^7) = (/^) + (l/^'). 

Unsere nächste Aufgabe ist die, die noch unbekannten Functionen f, y zu 
bestimmen. Zu dem Ende leiten wir aus (3.) die Gleichung her: 

(7.) 4a?2l2iC3^3 = {xJi — X2^2—X3S^y = f''' 
und aus der ersten Gruppe (5.) erhalten wir eine Gleichung von der Form : 

wenn (p eine noch zu bestimmende homogene Function zweiten Grades ist. 
Die beiden Gleichungen (7.), (8.) können als mit einander identisch an- 
genommen werden, so dass durch Subtraction derselben eine identische 
Gleichung folgt: 

(9.) 4a?2 ^3(^23^3-0^/1) = {f''<p){f+<P)' 
Die Annahme, dass etwa f— (p durch rc2 , f+(p durch I3 theilbar sei, ist nicht 
zulässig, da sonst für a?2 = 0, I3 = auch f verschwinden , also die beiden 
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Doppeltangenten X2^ Ss sich auf der Curve vierter Ordnung schneiden würden, 
was bei allgemeinen Curven vierter Ordnung nicht eintreten kann. 

Demnach können wir, indem wir mit li einen noch imbestimmten 
Constanten Cogfficienten bezeichnen, setzen: 

oder durch Addition und Snbtraction: 

Substituh-t man fllr f den Ausdruck aus (7.) so folgt aus der ersten dieser 
Gleichungen : 

gyi = ^2^3-- /'l(i'^l!?l— ip2!?2— ^3^3)4-^l^,'^3• 
Die analogen Beti'achtungen kann man an den beiden anderen in (5.) zu- 
sammengestellten Gruppen anstellen, und gelangt so zu folgendem System 
von Gleichungen: 

gyi == ^2^3— ^l(+^lll — ^2l'2— iP3f3) + ^li3C2^3^ 

(10.) {gy2 = 1^33^1 — ^2(—a;ifi-f 0:2^2 -«3f3) + ^2a?3ll, 

Solcher Systeme von Gleichungen können wir vier aufstellen, indem wir 

g ersetzen durch g^''\ g, g, g'\ entsprechend y durch y^'^^, y, y\ y\ X durch 
k^^^\ A, k\ l'\ während ^,, Ij? ^3 in allen Systemen dieselben sind. Unbe- 
kannt sind jetzt die Functionen y, § und die constanten l. Um dieselben 

zu bestimmen, multipliciren wir die beiden letzten Gleichungen (10.) mit 

1 1 

y-, y- und addiren beide, wodurch sich ergiebt: 

(11.) J/d'+f-) == x,(2s^+A3l, + f)+s.(i,a;3+|^)- 

Da nun zwischen den drei Functionen g, Xi, ^j keine lineare homogene 
Gleichung besteht (vgl. §. 14 p. 83), so folgt aus (11.) • dass g linear zu- 
sammengesetzt sein muss aus 

Xi und ^2 ip3 + y^ • 

Weber, Abelsche Functionen. 12 
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Da nun andererseits 

g = «1X1 + 02X2 + 03^ 
ist, so muss, wenn Ai eine neue unbekannte Constante bedeutet, 

I2 = hiG^j y- = Ai «2 

sein, wodurch die Gleichung (11.) in folgende ttbergeht: 

AiJ7(|^+^-Äi^i) = ariJÄi(2-Äiai)^i + ^ + |!, 

woraus sofort folgt, wenn &i einen weiteren unbekannten Coe'fficienten be- 
zeichnet : 

(12.) ~Äi^ = Ä,(2~A,a0fi+T-+T-. 



et» a. 



(13.) ^+^ = hj,-^x,. 

Behandelt man auf die gleiche Weise je zwei der Gleichungen (10.), so 
ergiebt sich, (12.) entsprechend, folgendes System: 

-k,9 = l,Äi(2-Ä,aO+^+^, 



a, a. 



(14.) i-k,g = |-+^jA,(2-A,aj)+^, 



«i Oj 



-k,g = ^+^ + ?3Ä3(2-Ä30,). 

Da zwischen den Functionen li, I2? ^3 keine lineare homogene Relation 
besteht, so müssen die rechten Seiten der Gleichungen (14.), nachdem die- 
selben resp. durch Ai, ft^? ^3 dividirt sind, identisch werden, woraus folgt: 



also zunächst: 



femer : 



also: 



»1 — Ä2 — A3 — »^ 



Äi(2-Ä,ai)ai = l, (Äia,-1)'=0, 



wodurch (12.) oder jede der Gleichungen (14.) tibergeht in: 
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oder nach (1.): 



(15.) ^ + ^ + ^ + k{atX,+a,x,+a,x,) = 0, 

C^l Uj l*j 

«a «1 flt 

Weiter erhalten wir aus (13.) und den beiden auf analoge Weise aus (10.) 
abgeleiteten Gleichungen : 



(16.) i^f + ^ = ^-ka,x. 



woraus durch Addition mit Rücksicht auf (15.): 

Aj Aj Aj a, «^ Oj 

Hnd indem man diese Gleichung von jeder der Gleichungen (16.) subtrahii-t: 

a ä i i 

(17.) -Ay^ = ^a,a:i + |^ + &a,a:3'=-|^-&a2ar2-|^, 

^ «3 «« ^1 «8 

-^^3 = kaiX^ + ka2X3+~^== -^--^-ka^x^. 

Dadurch sind die Bedingungen (10.) thatsächlich befriedigt, und es erübrigt 
noch die Bestimmung der Constanten k. Wir erinnern daran, dass sich die 
vorstehenden Formeln sofort vervierfältigen lassen, indem man für g setzt: 
^^">^ g^ g\ g". Demnach erhalten wir aus (15.) vier Gleichungen, die wir 
folgendermaassen schreiben : 

^"i + ^2 + ^3 +a?i+a;2 + a?3 = 0, 



^' +-!^ + -^ + * (öi^i + «2a?2 + a3a^3) = 0, 



(18.) 



ö. «2 a. 



l^+■|^+^+*'(öi^i+«i ^2+03 0^3) = 0, 



ö, fla Ö3 



l^ + l'^ + i^+^'^l ^l+«^'^2 + «3 X3) = 0. 

Der in der ersten dieser Gleichungen auftretende Coe'fficient &^"^ kann = 1 
gesetzt werden, indem man über einen constanten Factor der drei Func- 
tionen li, ^2 7 ^3, der sonst unbestimmt bleiben würde, verfügt. 

12* 
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Von den vier Gleichungen (18.) muss aber Eine identische Folge 
der übrigen sein, und auf diesen Umstand lässt sich eine eindeutige Be- 
stimmungsweise der Constanten ä, k\ ä" gründen. Multipliciren wir näm- 
lich die drei letzten der Gleichungen (18.) mit den unbestimmten Co6ffi- 
cienten X, l\ a\ addiren alle vier Gleichungen (18.) und setzen das Resultat 
identisch = 0, so erhalten wir : 



(19.) a+ — 4-^4-^ = 0, \+kka, + X'k'd, + i."k"ch=0, 

{ Q^ (l^ ^2 

**3 **S ^1 

Aus dem ersten dieser beiden Systeme erhalten wir l, a', l" rational durch 
die gegebenen Grössen a^ a\ «" ausgedrückt, aus dem zweiten ebenso 
Xk, l'k\ X"k*'; mithin sind auch die Coefficienten k, k\ ft" rational durch 
die a, a\ a" bestimmt und lassen sich leicht durch Determinanten dar- 
stellen. 

Durch Auflösung von dreien der linearen Gleichungen (18.) erhält 
man endlich die noch unbekannten Functionen ^i, ^2, ^3, so dass damit 
unser Problem, die Curve vierter Ordnung zu bestimmen, die sieben ge- 
gebene gerade Linien mit der angegebenen Beschränkung zu Doppel- 
tangenten hat, auf eine unzweideutige Weise gelöst ist. Zugleich sind, 
ausser den sieben gegebenen Doppeltangenten 15 weitere vollständig mit 
ihren Charakteristiken bestimmt, nämlich: 

bl 7 b2 • i>3 7 / 1 1 / 1 ? / 1 7 / 1 7 / 2 7 / 2 ) / 2 7 /2 7 / 3 ? / 3 7 / 3 7 / 3 

und es bleiben noch sechs zu finden übrig. 



Ehe wir zur Lösung dieser Aufgabe schreiten, geben wir den bisher 
gefundenen Resultaten eine etwas andere Gestalt. Wir setzen: 

ai /k = «1, »2 ik = «27 Ö3 ik = «3, 
(20.) j ai }/F = «;, d^ ik = ai, a, ^Ik = «;, 
\ üi yk = «1 , üi y Ä = «2 , «3 } Ä = «3 , 
wodurch die Gleichungen (18.) die einfachere Form annehmen: 
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ll 4^2 + I3 +Xi + X2 + X3 = 0, 



(21.) 



a, «j ofj 



-/T + --J7 + --7+ai iri + a2a72 + «3^3 = 0, 

a, «j «^ 

und die Gleichungen (19.) ergeben, wenn man in denselben k, X\ A" durch 



Vä' /h*' >^Ä" 



ersetzt : 



CK CK ex 

**l **! ^\ 

(22.) (l+A + ._j:+| = 0, 

iL ii' A" 

14- — +— + — = 

3 3 1 



i4Äo,+i'a;+r«;' = o, 



ff ^." 



l+Aa, + Ä'a;+ra;' = 0, 



// ^" 



l+iLa3 + iL'«; + A"a3 =0. 



Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen i, A', A" so ergeben sich drei 
Gleichungen zwischen den Grössen «, vermöge deren man drei derselben 
durch die sechs übrigen ausdrücken kann. Statt daher die Constanten a 
als beliebig gegeben zu betrachten, kann man auch sechs der Grössen a, 
etwa «1 , «2 , «3 , «1 , «2 5 «3 als beliebig gegeben annehmen. Die drei übrigen, 
«u «2'j «3' sind dadurch, wie jetzt gezeigt werden wird, bis auf das allen 
dreien gemeinschaftliche Vorzeichen völlig bestimmt. Wir werden die be- 
treffenden Ausdrücke in vollkommen explicirter Form aufstellen. 
Wir führen zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein: 

1, 1, 1 
1 1 



1, 1, 1 



«1, «2, «3 

«i, «i, «3 



== («1 , «2 , «3), 



a 






8 



a 



I 



i i 






= («,, — , — ) etc. 



Die Elimination der X aus den Gleichungen des ersten Systems (22.) und 
je einer des zweiten und umgekehrt führt zu folgenden beiden Systemen: 

(23.) |«,'(1,1 l)-±(«,,l,l)+^(«,,l,l)-±(a, 1,1) = 0, 



94 



j-^(«i,a2,aj)-ai'(— ,a,,a3) + ai'(— ,«i,03)-«3(— ,«1,«!) = 0, 
(24.) (-77(a»,a2,a3)-al'(— ,«2,«,) + a;' (—,«,, aj)-a;'(—, ai,a,) = 0, 

1 ** a "j "« "t 

-^ (a,,a2,a3) -«;'(—, «2,03) + ai\— = 0, 

''i **3 ''3 "s 

wofür wir, mit Benutzung einer sofort verständlichen Abkürzung, schreiben: 

f/ 1 1 1 1 

«1' = ^1 ^ + ^ ^/ + «3 ^ , ^ ~ *A «1 + 62 «i' +63 «3 , 



1 3 



(25.) («2' = »1 "^ + ^^ ;i^ + ^3 —rr^ —, = 61 «l' + Äi O^'i+b'i «3', 

I «•, »j »j Oj 

«3 = «1 t77+»2 T77 + Ö3 -77, ^y = 6^«! +62 «2 +63 «3- 

a, a, «3 a. 

Das erste System dieser Gleichungen ist die Auflösung des zweiten, auch 
wenn fllr a^', «2', «3, -rr, —77, — ^ beliebige Grössen gesetzt werden, und 

daraus ergeben sich folgende Relationen: 

idoi = 62 63' — b'^ bl^ da'i = 63 b'i — b[ 63 , (fa'i = 61 6i' — 6i 61', 
(^02 = 62 63 — 63' 62 7 ^(h = 63' bi — 6/ 63 , dch = 61' 62 — 62' 61 , 
(^«3 = 62 63 — 63 62 , J03 = 63 61 —61 63, da^ = 61 62 —62 61, 

(T = -5" +61 6^63. 

Aus dem zweiten System (25.) leiten wir nun die beiden homogenen 
Gleichungen zweiten Grades ab: 

(27.) «1' (61 a'i + 62 «2 + 63 a'i) == a^ (61 a^ + 62 «i' + 6i a^) = «3' (61' «1' + 62 «i' + 6>3 )• 

n 

Eliminirt man hieraus al', so ergiebt sich für —h eine biquadratische Glei- 
chung, von welcher drei Wurzeln bekannt sind, nämlich 

er. a' 



1, 



«, ' a, ' 



(weil nämlich die Gleichungen (23.), (24.) identisch werden, wenn man 
«!', «i', 03 ersetzt durch 1, 1, 1, oder durch «i, «21 «3 oder durch ai, «i, «3), 
Aus der letzten Gleichung (27.) ergiebt sich zunächst: 

'' ^ <(b', < + 6; «;o >- g; - ( &;- «;' + v: q 

und durch Substitution dieses Ausdrucks in (27.) ergiebt sich die gesuchte 
biquadratische Gleichung. Es ist aber nicht nothwendig, dieselbe wirklich 
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zu bilden; wir suchen in derselben nur die Coeffieienten von «i* und «i*, 
indem wir resp. «3' und «2 = setzen. 

Man erhält fllr diese Coeffieienten die Ausdrücke: 

b\ (61 6; - 62 h\\ 63' (*i b'i - 63 61), 
woraus sich mit HUlfe der Relationen (26.) ergiebt: 

oder endlich mit Rücksicht auf die Bedeutung der a, b: 



CK a a 



(«M—,«3)(— ,—,«,) 



In dieser Formel können wir zunächst die Indices 1, 2, 3, cyklisch ver- 

1 1 1 

tauschen, und sind femer berechtigt, Ö1 mit — , «2 niit — , «3 mit — nach 

®1 ^« ^s 

Belieben zu vertauschen (auch einzeln), was auf eine andere Anordnung 
der Elimination aus den Gleichungen (22.) hinauskommt. Demnach ergeben 
sich folgende sechs Gleichungen: 

' * * ' — ^ ' ; «2 «2 ^2 •'^a ^3 ^3 = — 



(28.) 






' 1 I I 



wodurch die drei Grössen a[\ o^', «3 bis auf ein unbestimmt bleibendes 
allen dreien gemeinschaftliches Vorzeichen völlig bestimmt sind. 



In der nunmehr eingeführten Bezeichnung sind folgende Doppel- 
tangenten sammt ihren Charakteristiken bestimmt: zunächst erhalten wir 
die li, §2j Si durch Auflösung von dreien der Gleichungen (21.); femer 
haben wir, wenn wir die frühere Bezeichnung insofern etwas ändern, als 



_ 96 

wir constante Factoren auf die nichts ankommt, weglassen: 

* I t t 

» ' ' £ £ ä ä 

of, «3 cij a^ 

g" =ttiXi-\-<hXi + aiX3, yi =«1«! + -^ + :^, ^2 =t^+«ia;2 + ^ 



«, «, ' ' - «,--■«;" 






a. a 



'» *^ _L ^3 _I_ " 

/3 — ^ ""^ " ' ^3 ^i • 

Die noch fehlenden sechs Doppeltangenten erhalten wir nun auf fol- 
gende Weise, indem wir zuerst die Charakteristiken derselben zu ermitteln 
suchen. Aus den drei Gruppen (5.) (p. 88) entnehmen wir, indem wir die 
beiden letzteren Gruppen (5.) addiren, folgende drei Gruppen: 

(29.) {(A+A):(}^^)(]/^)(y;^F^^ 

(/? + /3i + /?, + ß,) : (y^) (|/^,"|ö) (j/^). 
Diese drei Gruppen enthalten nach §. 3. I. zusammen alle ungeraden Cha- 
rakteristiken, und daher müssen die noch fehlenden in der Gruppe {^x^^i) 
enthalten sein. Wir bezeichnen dieselben daher mit: 

(M), (1/1;); {ix,\ (1/^); (l^e), (Vlü), 

so dass wir haben: 

(>/iPi ^1) = {:^x^ I4) = {^Xs Ss) = W^e §q). 

Ebenso wie wir früher von der Gruppe (ycci^i) ausgegangen sind, so legen 
wir jetzt die Gruppe (i/x^^s) zu Grunde, und erhalten dann nach derselben 
Methode, nur wesentlich einfacher, die noch fehlenden Doppeltangenten. 

Vergleichen wir die Gruppe (1/3^2^3) niit der Gruppe (}/a?i^i), so sehen wir, 
dass wir, was früher 

iTi, X2^ a?3 war, zu ersetzen haben durch: 

9 7 ^3? ^»3 



^17 ^?7 ^3 ZU ersetzen durch: 

/l 7 S2) J'2» 
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Demnach haben wir jetzt an Stelle der Gruppen (5.) folgende drei zu 
betrachten : 



(1/0:30:,) = (A+^3), (|/*'3yn = (/^2+Ä), WH2) = (/>+Ä+A+Ä). 

Die erste dieser Gruppen ist in (29.) vollständig aufgestellt. Die zweite 
enthält, wie man aus der ersten und dritten Gruppe (5.) ersieht, folgende 
Paare : 



(Ä + /?4) :(]/$% rr), (|/o:./'>), (r'^.yD. 



Sie hat also mit jeder der beiden Gruppen {yfx^x^) und (i^o^ili) 6 ungepaarte 
Charakteristiken gemeinschaftlich und kann demnach nicht enthalten: 

Da sie ferner mit jeder der beiden Gruppen (j/orj^a), (>-o?2?i) vier zweimal 
gepaarte Charakteristiken gemein hat, so kann sie nicht enthalten: 

(ig), (iVO, (]/?), i}y>\ i.i9"\ i\?l\ i.in\ (1^), M)- 

Sie muss daher, wie die Vergleichuiig mit {^XiX^ lehrt, 

(v'j'ö, (/p^), (yR) 

enthalten, und diese drei Charakteristiken müssen hi derselben mit je einer 

Charakteristik der drei Paare {-^x^i^, (yxs^i), (/a^e^e) gepaart sein. i)a nun 
über die Anordnung dieser letzteren noch keine Voraussetzung gemacht 
ist, so können wir die fragliche Gruppe folgendermaassen aufstellen: 



iß2+ ß*) : {\%y['% {i^9\ d/i'.yD, (i^y.lO, dVils), Wlr,\ 

und daraus erhält man die dritte der obigen Gnippen durch IlinznfUgung 
der Gruppe (/xisV»: 

(p+/:f3+/:?.+ /:f0 : (l'Wj-r), (/^"^/"), {{x^yf^ (j/^i7), (»VÄ (>^K^'- 
Wir haben daher den drei Gruppen (5.) entsprechend, folgende drei Gruppen: 

(/:f. + Ä):(r''iÄ (V'^ä), {}lWW\ K\lY7Yi\ Wn), (>^^K), 

(30.) { {ii.+ ß,):{fg"xl), {)ryp~i,),{iWl\ iir^^^h (lÄ), {irT^n\ 
{p^ß.+ß.-^ß*):{fg'''i.\W''x,\{iYf'^^\ it/^*\ (iy^s\ W^). 

woraus wir zunächst die Charakteristiken der noch fehlenden Doppel- 
tangenten erhalten: 



(31-) {]%) = KP +/?4+/^ö) = (p.) + CiW), ir-^s) -- (/» -vß-.^-ß,) - (p) + {}'g"g\ 



Weber, Abelsclie Functionen. 13 
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Aus den beiden letzten Grappen (30.) schliessen wir weiter (nacli §. 4), 
dass die Charakteristiken 



(}¥'"), (M), (,/^3), W). (i^^), d^yi), W) 

ein vollständiges System bilden, und zwar ein zu (/?2 + Ä + /^O gehöriges. 
Wir ersetzen also in den frllheren Betrachtungen femer 

9"\ 9, 9\ 9" durch 
und, wie durch die Vergleichung von (30.) mit (5.) sich ergiebt, 

ri\ rn r'ii r'i ^wrch 7f>, y,, y,, y^, 

72% ^2, ^, r'i d^rch ^1, ^=4, ^5, ^«, 

yr, ^^3, ^3, yi' durch a?i, a;^, arg, Xe- 

Sowie also oben g, /i , ^2 , ^3 durch a?! , a^? , a?3 , ^i , ^2 , ^3 ausgedrückt waren, so er- 
halten wir jetzt y 2? 73, ^4, a:* ausgedrückt durch g^^^\ x^^ ^3, y{"\ ^2, a?2 wenn wir nach 
Analogie von (15.) eine Gleichung aufstellen von der Form : 

(32.) ;.?o+A+5_4.;,(^(0)+5^3+^^3) ^ 0; 

denn es folgt aus (8.) p. 88, wenn man fllr y seinen Ausdnick setzt und 
gy durch ^^"^y^^ ersetzt, die Gleichung 

}W'F'+i'^3+}^z = 0, 

eine Gleichung, welche von derselben Form ist wie (3.) p. 87. Hat man 
die Gleichung (32.) gefunden, so ergiebt sich aus derselben (nach 17. p. 91): 

(33.) / ^ . 

Um also ^4, Xi zu bestimmen, hat man nichts weiter nöthig, als die bekannte 
Function ya linear auszudrücken einmal durch y{"\ ^2,2:2 dann durch fl^^"^a?3, ^3, 
wodurch die Constanten x, 6, /? bestimmt sind. Durch Accentuirung der 
Buchstaben ergiebt sich daraus von selbst I5, Xs] &, a?c. Um diese Rechnung 
durchzuführen, setzen .wir 
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und eliminiren zunächst Xi und li aus ^en beiden Ausdrücken für /2 
und /*>: 

Aus diesen beiden Ausdrücken kann man $^2 und X2 zugleich eliminiren, 
wodurch man erhält: 

(34) Y2 («2 - «0 = g^''^ (1- «1 «2) + («1 - «3) «2 3:3 - («1 - «3) ~- • 

3 

Auf die gleiche Weise ergiebt sich aus den beiden Ausdrücken für y^ und yf^ • 

y2 + «i/r = — (l~«i«2)-^-a3a?3+«il3: 



tt CK CS. CT 

woraus durch Elimination von x^ und I3: 

(35.) y2(l-«i«3') = -(«i-«3);'{"^--(l-«i«2);' +(l-«l«2)a3il^2. 
Aus (34.) und (35.) erhält man die Gleichung (32.) in folgender Form: 

" ,;; •*'3 — ~ ~ TT — ^> 



«« — «1 «2 — «, «3 



und hieraus nach (33.) 



«t — «I «t (1 — «1«3) ^^ «I — »2 «3 ' 



13 



«a(l — «,«3) ' «1—«» «3 



Ersetzen wir g^^"^ und yf^ durch ihre Ausdiücke in iCj , iCj , izrj ; j\ , '^2 , I3 , öo 

13* 
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ergeben sich mit Unterdrückung constanter Factoren folgende sehr elegante 
Formeln : 



i i * 



oder: 



^4 = -^--T+-^+ ""' 



woftlr man auch die analogen Ausdrücke setzen kann: 

^1 ^ I? h— ^^ • ~ h—^- h ^' 



Ferner ergiebt sich 



a; x- a; 



oder : 



i — a,a, ^ — «3«! ^ — «1^2 



^4 = .r^h:-+:r7:r^-^— .+ ^' 



Hieraus erhält man die Darstellungen von ^5, 0:5; lo? ^c indem man a 
resp. durch «' und a" ersetzt. 

Wir fassen das Ergebniss dieser Untersuchung kurz zusammen, 
indem wir für die Bestimmung der Charakteristiken folgendes Beispiel zu 
Grunde legen: 

(p)=(0), (A)=(iji> (A)=a?i> .A)=(s;i> (ß.)=czy 

(«=(,'„"?> w=(J!S), (A)=(?!S> 

Die Gleichung der allgemeinen Curve vierler Ordnung kann in die Form ge- 
setzt werden: 



worin die ?i, §25 I3 ««<« rf^'* Gleichungen (21.) /?. 93 aw bestimmen sind, und 
die Abelschen Functionen erhalten dann folgende Ausdrücke und Charakteristiken: 

yaiaji + ajOfj + ajjTs : O^s) = (ioi)5 y^ + «2a;j + aja;3 : (/»+/Si + A) = (o}o)5 
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H0\. ./I, ; T_ ,„',_, o , as ^001 



ya;a;i + aiiB2 + aia:, :(/?ü) = (q^q); j/-^+aiir2 + a;x3 : (p + Z^i + Z^ü) = (^qi); 



V'a; x,+ a;'x2+ «j'a;, : (/i;) =-. ^^ ^ ^); y^i^ 4. «^ iCj+ a^' Xj : (p + /?, + ß,) = (qq^) ; 



yar, + l2+X3 :(P+A+/':^4)=(hV); ^x^ + x^ + I, :(/»+/?34-/?4)=(J JV) 

l/«;x.+ ^+«>,:(p+A+^o)=(JJI); }/a>, + a;x, + |- :(/»+M/?o)--(Jn) 

* «I I « 



r^cT=^;^)^ - (001); 

y^(rfi?^)^ = (oio)- 

Hinsichtlich der Aufgabe, die im Vorhergehenden gelöst ist, habe ich 
beizufügen, dass Riemann in der in der Einleitung erwähnten Vorlesung 
dieselbe behandelt hat, und dass die hier durchgetiihrte Untersuc^hung sich 
zum Theil an die Riemanmche anlehnt, mit der sie ui den Resultaten über- 
einstimmt. Der Ausgangspunkt ist bei Riemann ein anderer, und dadurch 
bedingt sind auch *die Methoden verschieden. Riemann geht von di'ei Paaren 

einer Grappe aus, wie i^iCii'j, V'a?2^2) y^J^z^z^ die er als bekannt annimmt, 
wonach die Bestimmung der übrigen Abelschen Functionen noch von einer 
biquadratischen Gleichung abhängt. Durch die Sätze über die vollständigen 
Systeme ungerader Charakteristiken wird nicht nur diese biquadratische 
Gleichung umgangen, sondern das ganze Verfahren wird systematischer und 
durchsichtiger. Unsere Voraussetzungen stimmen mit denen überein, welche 



102 

der Untersuchung von Aronhold über die Doppeltangenten der Curven 
4ter Ordnung zu Grunde liegen *). 

Wir schliessen hier noch eine Bemerkung an über die Bildung der 
verschiedenen Formen der Gleichung der Curve vierter Ordnung. Im 
§. 14 wurde nachgewiesen, dass zwischen drei Paaren von Abelschen 

Functionen einer Gruppe, etwa \^piqi^ ]^p2q2^ yp^g^^ eine Gleichung von 
der Form besteht: 

(37.) ]^hipiqi + \h2p2q2+ y Ihf^qz == 0, 

wenn ä,, A^, A3 Constanten bedeuten, welche noch zu bestimmen sind. In 
den vorangegangenen Betrachtungen sind die Mittel enthalten, um die Werthe 
dieser Constanten in allen Fällen zu ermitteln, und es ist leicht, in einzelnen 
Fällen diese Gleichung wirklich aufzustellen. Es soll hier ehi Mittel an- 
gegeben werden, um diese Constanten leicht in allen Fällen berechnen zu 
können. Befreit man die Gleichung (37.) von Wurzelzeichen, so ergiebt 
sich eine homogene Gleichung vierter Ordnung, welche, wenn man über 
einen gemeinschaftlichen Factor der Constanten Ai, A,, A3 passend verfügt, 
identisch angenommen werden kann mit der aus 



folgenden homogenen Gleichung vierten Grades. So ergiebt sich die Identität 

iPi ^ + ^2 §2 "" ^3 13 "~ 2x2 1^2 iPj ^3 — 2 a?3 «^3 rr 1 1 1 — 2 x, i^ X2 «?> 

= h]p\ q] + h^ipl ql + l^pl ql - 2A2 A3P2 ^2^3 93 - 2A3 h^p^ q^py q, - 2h, h.p, q,p, q, . 

Hierin sind §1, ^2? '^z-, P\i Pi^P^i q\i 92, qi zu betrachten als bekannte lineare 
Functionen von o;, , oja , x^^ während die Constanten A, , A2 , A3 gesucht sind. 
Die Werthe dieser letzteren müssen vollständig bestimmt sein bis auf ein 
allen dreien gemeinschaftliches Vorzeichen. Man erhält die Werthe der- 
selben, wenn man Xi, 0^2, X3, «^i, ^27 ^'3? 917 92, q^ als lineare homogene 
Functionen von j^i, P27 P3 ausdrückt. Setzt man dann p^^p^^O^ ferner 
p^=p^z= 0, zuletzt pi = /?2 = 0, so ergeben sich aus obiger identischer Glei- 
chung die Werthe von A], A2, A3. Setzt man, nachdem diese bestimmt sind, 
pi = 0, dann p^ = 0, zuletzt pi = 0, so erhält man ebenso die drei Producte 
A2A3, A3A1, AiAo, wodurch die Bestimmung der Vorzeichen vervollstän- 
digt wird. 



*) Aronhold, Monatsberichte der Berliner Academie 1864. p. 499. 
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§. 16. Die Moduln. 

Durch die Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen ist die 
algebraische Gleichung, welche den betrachteten Functionen zu Grunde 
liegt, zuriickgeftihrt auf eine Norrnalform 

welche nur noch von sechs unbestimmten Constanten abhängt, nämlich den 
«1 ? «2 ? «3 ? «1 ? «2 , «3 • Diese sechs Constanten werden die Moduln der Cktsse von 
Functionen genannt, die aus unserer algebraischen Gleichung abgeleitet 
wird. Wir werden sie zum Unterschied von den ^-Moduln als die Clmsen- 
moduln bezeichnen, und unter diesem Namen, der Uebereinstimmung halber, 
aucl^ die Grössen «i', «i', a!^ begreifen, welche zur genaueren Präcisirung 
abgeleitete Moduln genannt werden können. Der Zweck des Folgenden ist, 
Gleichungen aufzustellen zwischen den i9^-Moduln einerseits und den Classen- 
moduln andererseits, vermöge deren die einen durch die anderen bestimmt 
werden können. 

Das Mittel hierzu bieten uns die Formeln des §. 13, in welchen die 
Quadrate der Abelschen Functionen linear ausgedrückt waren durch die in 
den Normalintegralen erster Gattung vorkommenden Functionen (p. 

Wir behalten hinsichtlich der Charakteristiken die Bezeichnung des 

vorigen Paragraphen bei, wonach (}/a:,) = (/3|), (^/ara) = (/?2), {^x^} = (/Jj) war, 
und fügen nur noch zur Abkürzung hinzu: 

(>/^i) = (p + /?2 + fi,) = (Ä), ( m ={p+ß,+ ßd = (ß.\ (]^^.) ={p+ /?.+ A) = (Ä), 

« 

so dass wir, wie aus den Gruppen (5.) §. 15, oder auch direct aus den 
Sätzen des §. 4 zu ersehen ist, zwei vollständige Systeme ungerader Cha- 
rakteristiken haben: 

(A), {ß.\ {ßs\ (Ä), (/?0, (Ä), (A), 

(ß\\ m. (Ä), (Ä), m. (Ä), (/?7), 

von denen das erste zu {p) gehört, das zweite zu 

ip) = (A+A+Ä). 
Hiernach ergiebt die Formel (2.) §. 13: 

iX, = a, £»\\ß,\ip^, I, - b, '^S)\ß]\cp,, 






(1.) ix,=<h'^'&-,\ß,\(pt, s,=b,'±'&:\ß:\<p„ 

X, = a, 2»\mif,, I3 = 63 Z»\\ß>\<p,, 

i^ l i- l 
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wenn «i, «27 Ö3? 6,, 62, 63 noch zu bestimmende Constanten bedeuten. 
Ebenso haben wir, da (ß^) die Cliarakteristik ist von 



(2.) x, + x. + x, - -ii-^2-§i = h2;»-\li^\(pi, 

I 

worin A ebenfalls ein unbestimmter Coefficient ist. Aus (1.} und (2.) folgen 
nun weiter die Gleichungen 

i.ö.^^iiV^.i =hd'[\ii,\, i„6,^,|/A:| - -k»\\ß,u 

1 1 

Durch Auflösung dieser Gleichungen ergeben sich die Constanten 01,07,03, 
6,, 629 *3 7 abgesehen von einem allen gemeinschaftlichen Factor A, ausge- 
drückt durch die O-'^lß^] etc., und wenn man diese Ausdrücke in (1.) sub- 
stituirt, so erhält man die Functionen y,, ^2, ^3 ausgedrückt durch die 
Quadrate der Abelschen Functionen a?!, a?2, 0^3, wiederum abgesehen von 
einem constanten Factor. Setzt man also die Moduln der i^-Functionen als 
bekannt voraus, so kann man hieniach die Verhältnisse der Functionen 
^1 : <^2 • <P3 finden. Für die Bestimmung eines allen dreien gemeinschaft- 
lichen Factors werden wii* weiter unten Hülfsmittel kennen lernen. 

Um die angedeuteten Operationen auszuftlhren, setzen wir, wie schon 
oben, zur Abkürzung 

^l\ß\\^ ^\\ßi\i »^l|/^3( 

i^,\l^, i>,\ß,\, iK\ß^ 
wonach man durch Auflösung von (3.) erhält: 

(4) ! [ß, , /ia, li,] a, = h [li, , ß,, A] ; [jS\ , ß, , ß',] b, = ~h yi, , ß,, ß',l 

[I^f,ß2, ßM = h[js,, ß,, ß,]', [/?;, ß,, ß,]b, = -A[/i;, ß,,ß,]. 

Die hieran» fiir ai, O}, 03, 61, 62, 63 folgenden Ausdrücke lassen sich 
nach §. 6, 3 darstellen durch die geraden «^-Functionen für die Werthe Null 
der Argumente. Man erhält nach jenen Formeln 



"^■- [ßx ■: ß-i , ßi]^ 



1 

I 

I 
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__ _ /_-|\5t|,W+A.(*))(v(*)+v(e)+..(7)) r ^{ ßi+ß,+ß ,\^\ß,+ß,+ ßJ^\ßt+ß, + ß A 

^ ~ ^ ^ '^\ß.+ß»+ßÄm + ßr + ß.\^\ß, + ß.+ßJ' 

/yC*) ifi}) 1/(0 \ 

Hierin ist (/9,) = (^ ^.^ ^".j '.J- Man erhält daraus 6,, 6,, 63, wenn man h durch 

r*i r*a r*a 

-Ä, (/^i), (/?»), (Ä) dnrch {ß\\ {ß,\ (Jf,) ersetzt Ist dann {ß\)-OojZ'o^ 
und snbstituirt man noch 

80 folgt: 

, lvJSX«'(')+^W)(,(5)+,(6)+,(7)). _ . ^|/g.' + A+Ai^{/g, + Ä+/^J^{/ ?.' + A+Ä} 

* fÄ + Ä + >, 1 * t A + Ä + Ä i ^ {Ä + Ä + Ä I 

und analog die AnsdrUcke für 6}, 63. Nehmen wir nach unserm Beispiel 

w=(!l!), A)=C{> w=0 w=(lSi> (/«=(!??> 
w-CÜÜ) (/»=)=(?1S> W)=(S12> w)=(uS. («)=(!» 

so erhalten wir aus 4^e8en Formeln 

/101\ /HIN /OHn /000n,./010n /no\ 

Gehen wir nun über zur Betrachtung der Function ya,x, + 0.1X2+03X3 mit 
der Charakteristik (ßi). Bezeichnen wir mit k einen neuen unbestimmten 
Cogfficienten, so ergiebt sich wie oben: 



f C s 

dj Gfj Uj I 

Weber. Abelsclie Fiinctioiien. 14 
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und darans, mit Rücksicht auf die Formeln (1.) 



(5.) {k«rar»''>m=hk9',\l3,U £.^»2^ =-hk9-\ß4, 



1 1 er 



y 



Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 

aiai[/?i,A,/53] = AA[/?5,A,Ä]; ^[ßi^ß^^ß.]^^ -hk{ß,,ß',,(¥,]. 

Ersetzt man hierin a,, 61 durch ihre Werthe aus (4.) und bildet die ana- 
logen Gleichungen flir «2? «3? so ergiebt sich 

Durch Multiplication je zweier entsprechender dieser Gleichungen erhält 
miin k bis auf das Vorzeichen, welches der Natur der Sache nach unbe- 
stimmt bleiben muss: 

/7N jL2_ [AiÄ^Ä][AiÄ?Ä 1 _ [ßijßi^ßzll ßnßAjßil ^ [ßi^ßt^ßillßlyßi^ßil 

Aus dem vorstehenden Formelsystem ergeben sich noch zwei andere Systeme 
für «i, «2, «3? «M «2', «3' wenn man (/^s) resp. mit (/^g) und (y?,) vertauscht. 
Alle diese Formeln lassen sich sehr elegant durch die Werthe der geraden 
^-Functionen für die Werthe Null der Argumente darstellen, wenn man 
sich der Formeln (3.) §. 6 bedient. Man erhält zunächst aus (6.) 

Ebenso erhält man < 
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1 ^ ,, / t N^^ (')(> W4 v(»)) ^l/>4 + ft +ft } ^1/?. +/?, + /?, I ^1/?. + A + A } 



(9.) 



1 



a. 



= ir-1 ^M'XvW+ri^)) »\ ß,+ß,+ßr]»\ß»+ß,+ß , lilMAtAl 
'^ ^ ^{ß>+ß.+ß,\»\ß.+ß,+ß,Wt+ß,+ß,V 

= k(-\ ^^A'^^)(v(♦>+.'(«» »ift + /?. +/?, } i»l/>. +ft +/g, } ^i ft + A + />. I 
^ ^ »Iß, +ß. +ß, t ^t/»3 +ß< +ß. t *!Ä + A +A I ' 



Hieraas erhält maii durch Maltiplication zweier entsprechender Gleichungen 

ip _ /_1\Zt//W+/.W)(K(*)+>(») + r('0+v(7)) ^'Ift +ß» +ß,\ 

woraus die Wurzel gezogen werden kann: 

~ ^ w^rt+ß,]" 

Setzen wir zur Abkürzung 



(10.) 



€ = e 



- — Ä.ii(*)+^C6))(,,(4)+y(5)^y(6)+y(7)) 



, 6 =e ' , 



f" = ß 



-!^2l(./i(*)+^(7))(vW+v(5)+,'(6)+..(7)) 



SO dass €, «'^ «" Potenzen von t sind, so ergiebt sich ans (9.) und den ana- 
logen Systemen 



(11.) 



a 



«, = 



a, = 



«1 = 



«o = 



a^ = 



ff 

«1 = 






tt 



«)(.(♦)+ /s))^ ^i<?.+/? ,+A 



^^ " ^\ß.+ß,+ß, 

_ 1 x2>(»)(v(«)+.'(«>) , ^ßi+_ß4 ±ß6 

^ »\ß,+ß:+ß. 



_ 1 n^/-(')(k W+vCO) ' ^\ß,+ß ,+ ß, 



\ß,+ß,+ßr 



-1)'^'' 



^l/»3+/».+A 



_J^Ni>(l)(,.(4)+v(7))^" ^i /^i+ /?4+ft 



^l/*,+/»,+A 



_ 1)Z>«(vW+k('))j'/ ^l /?t +/?«+/?; 



_1)^^ 






'»!ft + /», + A 



*l/?.+A+A 



»\ß. +ß,+ßr 



^\ß,-i-ß,+ß, 
»\ß»+ß,+ß, 
»lßs + ß,+ß. 



*!/?. + /»4+A 



»\ß,+ß,+ß, 
»\ß,+ß,+ß. 



i^\ß:+ß,+ß, 

»\ß,+ß,+ß. 



*tft + /», + /», 
14* 
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Nach unserer besonderen Annahme lauten diese Formeln: 



a, = I 



« /lOON „/OOOn 

*vooo;*uoo; 



( 



000 



H0\ 



«1 = I — --^-. 



/OH 



010 



H0\ 



(ll'O {<h = i 



. '*Goi)'*(ooi) 



*(ioo)*(ooo) 



a, = t 



oiO^Cooo) 



/HON /OOOn 

. '^vooi/^oio; 

lOOy' 



n 



a, = 



^(iio)^(o(m) 



a, = 



Kimw 



100\ 



a, = t 



. ^Kiu J^KOii) 
./ooiN./iöix' 

*kiio;^Uio; 



«•, = 1 



„/lOOx _ /010\ 

'*Ioh;^Uooj 



f/ 



/1H\^/001\' 



et» :^ 



^/000n^/010\ 

*(ooo)'*(m) 

„/OIOn^/OOOn 



in 



*(oio)*Goi) 



Aus diesen Gleichungen leitet man sofort ein weiteres System ab, welches 
fUr den allgemeinen Fall dui!ch Eine Gleichung charakterisirt sein mag: 

/ 1 9 \ "> «'•' _ /■_ 1 \2>.(')(v(*)+„(4)+„(r.) ,.,(7)) «V' ■»*j/gi+/? «+ftl 

und welches sich nach unserer besonderen Annahme folgendermaassen 
gestaltet : 



I J < < ^ 



• MIO 



(12'.) 






„/lOO 

. ^Uoi 



001 
00 



/-;;■■ = 



^/OOO 
^101 



101 
000 



t 


1 II 


o./000\ 

'^loioJ 


" .*(r.'i) 


1 ö. 


^(ooo) 


{' 




. nooi) 


*(ioo) 



/t"-= 



r a. 



l 






^voooy 

»(!J1)' 

'^Uio; 

.KJ??) 



Durch die Gleichungen (11,) (ll'O sind die Classenmoduln iu Uben-aschend 
einfacher Weise ausgedrückt durch die ^-Moduln. Geht man daher von 
dem Gesichtspunkt aus, dass die ^-Moduln beliebig gegeben seien, so be- 
rechnet man durch diese Gleichungen in völlig eindeutiger Weise durch 
gut convergente Reihen die Classenmoduln, Diese Anschauungsweise ist 
hier zulässig, weil die Anzahl der Classenmoduln dieselbe ist wie die der 
^-Moduln. 

Setzt man aber die Classenmoduln als gegeben voraus, so kann man 
durch ein Näherungsverfahren aus sechs der Gleichungen (12.) (12'.) die 
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5^-Modiiln berechnen indem man zuerst Näherungswerthe fUr die letzteren 
sucht und diese dann mittest der Gleichungen (12.) (12'.) corrigirt Man 
hat also, um die <9^-Moduln aus den Classenmoduln zu berechnen, ein System 
von sechs transcendenten Gleichungen aufzulösen, welche, wie aus der 
Theorie der unendlich vielen Formen der ^^-Function bekannt ist, unendlich 
viele gleichberechtigte Lösungen zulassen. 

Mittels der Relation III. §. 6 leitet man ans (11.) noch folgende 
Formeln her: 

und aus IV. §. 6 : 

nA^ c« _/y ^_/•_n■2t/'(=>>.'<♦>+(.'(*>+.'('%(*'+"(^')]c ^\ßi+ß^+ß<i\^ \ßt +ß,+ß7Wß*+ß i■^ß,\^ \ß4+ß,+ß7\ . 

Jede dieser Formeln repräsentirt neun verschiedene, die man erhält, wenn 
man zunächst ßi, /?2, ßi und zugleich a,, «2, «j cyklisch vertauscht, dann 
/?5, /^o, ßi und zugleich «, «', a". Wir stellen diese Formeln wieder fUr 
unsere besondere Annahme zusammen: 

„/000\ ^(<100\ a/-OiO\ ^fUO\ a/^<00\ ^/(M0\ „/110\ a/000\ 

(1 0,03) - ,öii\./iHN./ooi\./i(MV ^ "^"^- ./ioiN„/OHN„/iiiN„/ooiN' 

„/100\ «/000\ « /000\ »/'lOOx ft/'OOON ^/ilO\ a/iOO\ ^/OiON 

(1 «3«.)- ,ooK"/{öiN„/ioix./ooiy ^ "^"»- /iii\ /uoi\./oiiN„/ioi\' 

„/(H0\ ^/l ION „/IOOn „/-OOOn a/'^^ON a/'OOON a/'OOON „/H(K 

(1 «,a2)_ .lOiN /ck)iN./oiiN /iiiy ^ "»"^- „/oiK./ioiN^/ioiN^/onN' 

^Uoo; ^Mooy ''uoo; '^UooJ "^koi V -loooy *M 1 1 ) ^Uooy 



„ /oion ^/ooo\ „/ooon /oio\ */^*oo^ a/^oooN ^/m\ ^/Oii\ 

" u_ ^Uqi >>^ mio;'^Uh>>^moo; .^voooj^iooj^oiijfvHV 

^/iiON /IOOn ./010\ /000\ /010\ a/110\ „/IHN ^/0H\ 

„/OOOn „/010\ „/HOn «/100\ „/000\ ^/100\ „/HIN „ /0H\ 

"•"' „/ooiN./onN /in\ /loiy "' "^- * „/lOiN./ooiN./oiix./nix' 
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„/ooon »/uon «A)oi\ ^nn\ a/nox ^noo\ «/oiix «/ook 

*(iii)*(ioo)'*(ioi)*(iio) *(ooo)'*(iii) *(oio) Kioi) 



«j — «, = 



tt< — «»^ — t 



ff 
0^2 




f ? 


= 





ff 




«i 






ff 




ff 







„/110\ «/OOOn <»/001\ „/111\ ^/OOOn «/010\ ^/Ol l\ «/001\ 

„/100\ „/OIOn o/OOlN «/lin */^010\ ,/{)00\ »/OllN <,/001\ 

*(oii)Kooo)*(iii)*(ioo) Kioo)Koii)*(ooo)*(iii) 

Hieraas lassen sich ähnliche, jedoch minder einfache Formeln herleiten 
wie (12'.) von denen Beispiels halher eine angeführt sein mag: 



*(11?) 



*(oii) "a-«>'.)a-«)a-«3«i)o-«.o 

Wir werden später HUlfsmittel kennen lernen um alle Quotienten ^j^ 

wenn (©) und (©') beliebige gerade Charakteristiken sind, algebraisch zu 
bestimmen. 

§. 17. Die Wurzelfunctionen zweiten Grades. 

Wir bezeichnen in der Folge mit dem Namen Wurzelfunctionen 
zweiten Grades (oder vorläufig kurz Wurzelfunctionen) ganze rationale und 
homogene Ausdrücke, gebildet aus den Abelscken Functionen, von der Eigen- 
schaft, dass jedes Glied derselben die nämliche Charakteristik hat, welche 
auch die Charakteristik der betreffenden Wurzelfunction heissen soll, und 
theilen diese Functionen nach ihrer Ordnung ein. Eine Folge dieser Defi- 
nition ist die, dass der Quotient zweier solcher Functionen gleicher Ordnung 
in der ganzen Fläche jT, einzelne Punkte abgerechnet, in denen er un- 
endlich von endlicher Ordnung wird, endlich und stetig bleibt, und beim 
Ueberschreiten der Querscknitte Factoren annimmt, die gleich ±1 sind. 
Dieses Factorensystem wird durch die Summe der Charakteristiken von 
Zähler und Nenner bestimmt, genau in der Weise, wie bei den Quotienten 
zweier Abelscher Functionen (§. 13). 

Das Product zweier Wurzelfunctionen eon gleicher Charakteristik ist 
ratioMÜ durch s, z darstellbar, wenn die Summe ihrer Ordnungszahlen eine 
gerade Zahl ist. 
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Es seien nämlich )/*^ y*i zwei solche Functionen von der Ordnung 
n, resp. »i, und n+^i sei eine gerade Zahl. Die Charakteristik dieser 
Functionen sei 



Ist nun «^«1, so zerlege man diese Charakteristik (y*) in «, gleiche 
oder verschiedene ungerade Charakteristiken (yo^a), {^Xi) . . . {^x^)^ zu welcher 
die Abelschen Functionen gehören: ^Xi^ yaj2...ya?,, und bilde das Product 



y* •«>, _ 


1^0*, 




n — «, 



worin a? das Quadrat einer beliebigen Abelschen Function bedeutet, oder 
auch eine lineare Function von solchen. Diese Function ist in der Fläche T 
auch beim Ueberschreiten der Querschnitte stetig und somit rational, und 
da der Nenner rational ist, so muss es auch der Zähler sein, und zwar ist 

derselbe eine ganze rationale Function der Ordnung "L ' in den x. 

Es ist also z. B. immer das Product zweier Wurzelfunctionen von 
gleicher Ordnung und gleicher Charakteristik und mithin das Quadrat einer 
jeden Wurzelfunction rational. 

Bei gerader Ordnungszahl n sind die Wurzelfunctionen mit der Cha- 
rakteristik (qqq) selbst ganze rationale Functionen von der Ordnung ^ in 
den X. Denn bedeutet ya? irgend eine Abelsche Function, so ist unter dieser 
Voraussetzung ^-^ eine in der Fläche T auch beim Ueberschreiten der Quer- 

schnitte stetige Function. Bei ungerader Ordnungszahl kommen aber auch 
irrationale Wurzelfunctionen mit der Charakteristik (oqo) ^^^• 

Ist y* eine Wurzelfunction von der Ordnung n und der Cha- 
rakteristik (y*), ist femer wie oben 



(y*) = (yx,a:2...a?„), 
so ist nach dem soeben Bewiesenen 

V'^l X^ , , » Xn 
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eine rationale Function, die in 2« Punkten der Fläche T unendlich gross 
von der ersten Ordnung wird, und die mithin in eben so vielen Punkten 
unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Es folgt hieraus, dass eine 
Wurzelfunction «'"" Ordnung (abgesehen von etwaigen singulären Punkten) 
in 2« Punkten der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung wird. 
Durch 2» — 3 dieser 0-Punkte und durch die Charakteristik ist die Wurzel- 
function im Allgemeinen bis auf einen constanten Factor völlig bestimmt. 
Denn es folgt aus dem am Schluss des §. 14 nachgewiesenen Satze, dass 
alle Wurzelfunctionen von der Ordnung n und von gleicher Charakteristik 
linear und homogen durch 2»— 2 derselben ausdrlickbar sind, dass somit die 
2» — 3 Verhältnisse der 2« — 2 constanten Cogfficienten durch 2»~3 Be- 
dingungen bestimmt sind. 

Dass auch umgekehrt immer 2w—2 linear unabhängige Wurzel- 
functionen n!^'' Ordnung und von gegebener Charakteristik existiren, dass 
somit wirklich immer 2w — 3 0-Punkte einer solchen Function willkürlich 
gegeben sein können, wird weiter unten nachgewiesen werden, nachdem 
die Richtigkeit des Satzes in einigen speciellen ;aber besonders wichtigen 
Fällen dargethan ist. 

Die Wurzelfunctionen haben folgende geometrische Bedeutung: das 
Quadrat einer solchen Function n*'[ Ordnung, rational gemacht und = 
gesetzt, stellt eine Curve nf"^ Ordnung dar, welche die gegebene Curve 
4ter Ordnung in 2n Punkten berührt. 

Solcher Curven giebt es nach dem Obigen bei geradem n 63 bei 
ungeradem 64 Systeme *) (entsprechend den Charakteristiken). Die Be- 
rührungspunkte einer solchen Curve eines bestimmten Systems sind durch 
2« - 3 derselben im Allgemeinen völlig bestimmt, die Curve selbst natürlich 

r 

nur wenn w < 4 ist. 



Es mögen nun ]/* und ]/*' zwei Wurzelfunctionen gleicher Ord- 
nung n aber von verschiedener Charakteristik bedeuten. Wir betrachten 
die Function _ 

welche in der Fläche T in /u Punkten unendlich gross und unendlich klein 



*) Vgl. Clebsch Anwendung der Abelschen Functionen in der Geometrie. (Borchardts 
Journal Bd. 63 p. 189.) Bei gerader Ordnungszahl bilden die doppelt gezählten Curven 

-jr Ordnung das 64. System. 
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von der ersten Ordnung wird, sonst stetig ist, beim Ueberschreiten des 
Querschnitts a. den Factor (—1)*'* an 6, den Factor (—1)*' annimmt, wenn 

()/*)+()/*^)=(i/ä)=(jj'j) 

M m 9 

ist Die Anzahl der 0-Punkte dieser Function muss nicht nothwendig = 2« 
sein, da sich 0-Punkte des Zählers und Nenners gegenseitig aufheben 
können. Wir werden weiter unten nachweisen, dass alle Functionen, denen 
die hier erwähnten Eigenschaften zukommen, sich auf mannigfache Art als 
Quotienten zweier Wurzelfunctionen darstellen lassen. Für jetzt wollen 
wir für diese Functionen einen Satz beweisen, der flir dieselben die gleiche 
Bedeutung hat, wie das Abelsche Theorem für die rationalen Functionen, 
und der auch aus dem Abelschen Theorem gefolgert werden kann. Wir 
wollen hier eine directe Ableitung dieses Satzes geben nach einer Methode, 
die auch auf den Beweis des Abekchen Theorems selber angewandt wer- 
den kann. 

Es möge die Function ^a unendlich klein in der ersten Ordnung 
werden in den Punkten 

und unendlich gross in der ersten Ordnung in 

Um die Function log ]/a eindeutig zu bestimmen, ziehen wir durch das 
Innere von T einander nicht schneidende Linien /|, /i^.../^ von y[ nach 71, 
von yi nach ya--« von y), nach y^. Wir erhalten dann eine Fläche T", 
welche ausser der Begrenzung von T' noch die beiden Ufer der Linien 

/i , 4 • • • (ci zu Grenzen hat In dieser Fläche kann log j/a als stetige 
Function erklärt werden, welche auf der positiven Seite der Linien / um 
2ni grösser ist als auf der negativen, auf der positiven Seite des Quer- 
schnitts Ot um g^ni, auf der positiven Seite von b^ um h^ni grösser als 
auf der negativen (wo übrigens die Zahlen g^ und h^ nur bis ajif Vielfache 
von 2 bestimmt werden können). Ist nun n^ ein Normalintegral erster 
Gattung, so ist das über die ganze Begrenzung von T' erstreckte Integral 



/ log yadut = 0. 



Es ist dasselbe aber auch gleich der Summe der Integrale 

Weber, Abelsche Functionen. 15 
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/"(logi/ö^+^-logi/a^-V«,, 



erstreckt über die Linien 0, 6, /. Diese Integrale aber lassen sich leicht 
bestimmen, und wenn wir diese Betrachtung fllr die drei Normalintegrale 
erster Gattung durchführen, so ergiebt sich die Congruenz 

wenn ^öJi, ioJj, ^0)3 ein System zusammengehöriger halber Perioden ist 

mit der Charakteristik _ _ 

(tö) = (ya) = (,'*) + (|/*'). 
Dass eine Congruenz von der Form I. bestehen muss, ist eine unmittelbare 
Folge des Abekchen Theorems ; aber die Bestimmung der Charakteristik (cö) 
ist auf anderem Wege weitläufiger. 

Der einfachste Fall der Congruenz I. ist der, wo die Functionen 
|/0^ y*' selbst Abelsche Functionen sind. Bedeuten also yx, -/x' zwei 
Abelsche Functionen, mit den 0-Punkten £<, y; *', y', so haben wir die 
Congruenz 

IL (^^^pdu, +/'du,)) = (i 0), , i CÖ2 , i 0)3), 

wenn wieder 

(cö) = {]fxx'l 

und es können daher durch eine Congruenz wie IL alle Systeme zusammen- 
gehöriger halber Perioden dargestellt werden. 

§. 18. Die Wurzelfunctionen zweiter Ordnung. 

Nach §. 14, IL können alle Producte zweier Abehcher Functionen 
mit derselben Charekteristik linear und homogen durch zwei derselben aus- 
gedrückt werden. Sind daher y^j, ]/$i, j/^r^, j^la vier Abelsche Functionen, 
die der Bedingung genügen: 

80 sind alle Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 
(ya?ili) in der Form darstellbar: 



wenn a,, «2 willkürliche Constanten sind. 
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Da nun f^2?ili, ix^^i nicht in constantem Verhältniss stehen, so lässt 
sich das Verhältniss a^ : 02 immer so bestimmen, dass von den vier 0-Punkten 

von y¥^' einer eine beliebig gegebene Lage erhält, wodurch die ttbrigen 
vollständig bestimmt sind. 

Hieraus folgt, dass die Quadratwurzel aus jeder homogenen Func- 
tion zweiter Ordnung der Functionen (p^^ <pn^ (p^^ die in vier Punkten un- 
endlich klein von der zweiten Ordnung wird, als Wurzelfunction zweiter 
Ordnung dargestellt werden kann. 

Denn bedeutet f eine solche homogene Function zweiter Ordnung, 

so ist -1^- eine Function, die in T' mit Ausnahme einzelner Punkte stetig 

bleibt, und man kann über die Charakteristik {^W) so verfügen, dass die- 
selbe beim Ueberschreiten der Querschnitte gleichfalls stetig bleibt und 

mithin rational ist. Femer lässt sich über die in ]^W enthaltenen Constanten 
so verfligen, dass dieselbe nur in drei Punkten unendlich gross und unend- 
lich klein von der ersten Ordnung wird, und sonach als Quotient zweier 
Functionen (p sich darstellt, falls sie nicht constant ist. Es würden also 

drei der 0-Punkte von ^^ mit denen einer Function cp zusammenfallen und 
— f wäre eine rationale Function die nur in je einem Punkt Null und un- 

endlich in der zweiten Ordnung wird, was nicht möglich ist, wenn nicht 

^Jp — 

wieder — constant ist. Ist letzteres der Fall, so ist auch ^f eine Func- 
tion (p^ und kann, wenn man will, als Wurzelfunction zweiter Ordnung mit 

der Charakteristik (qqq) aufgefasst werden; andernfalls muss -^ constant 

sein, und unsere Behauptung ist erwiesen. 

Für gewisse Werthe des Verhältnisses Oi : a^ kann es sich ereignen, 

dass y ^ in das Product zweier Abelscher Functionen zerfällt. Es soll unter- 
sucht werden, unter welchen Umständen dies eintritt Ist ^x^ I3 ein solches 
Product, so muss also 

woraus zunächst hervorgeht: 



{\'x^§z) = (l^aj.j-,) = iix^^-,) = (|/^), 



d. h. es muss i^xjla ein Paar sein, welches mit \'xi^i, y^a^lz in dieselbe 

15 • 
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Gruppe gehört. Es muss ferner y?P in denselben Punkten verschwinden 

wie ^0:3 ^3, und da andererseits die Function |/?F durch einen ihrer 0-Punkte 
bis auf einen constanten Factor völlig bestimmt ist, so folgt der Satz: 

Eine Wnrzelfunction zweiter Ordnung }/¥^ zerfällt dann und nur dann 
in das Product zweier Abekcher Functionen ^ wenn die Constanten a^^ ch so 

bestimmt sind, dass j/^P in einem Nullpunkt einer Abekchen Function der 

Gruppe (y^) verschwindet. 

Betrachten wir also die 63 Systeme von Functionen ^W und denken 
uns in jedem derselben die Constanten so bestimmt, dass sie in einem 0-Punkt / 

einer beliebigen Abekchen Function yq verschwindet, so werden unter den 
63 Functionen alle diejenigen in das Product zweier Abelscher Functionen 

zerfallen, deren Charakteristik der Bedingung genügt, dass {'^V) + {^q) eine 
ungerade Charakteristik ist, diejenigen dagegen werden nicht zerfallen, bei 

denen {^V) + {-^q) gerade ist. Da aber, wenn man flir ]/?F alle von (oqo) 

verschiedenen Charakteristiken setzt, aus {^^)+(:^q) alle Charakteristiken 

mit Ausnahme von (jfq) hervorgehen, so folgt, dass von unseren 63 Func- 
tionen 27 zerfallen, 36 nicht zerfallen. Die Zerlegung einer solchen zer- 
fallenden Function ist leicht zu bestimmen. Sie zerfällt nämlich in das 

Product der beiden Abelschen Functionen, deren Charakteristiken sind: {^q) 

und {f^)+iyq). 

Für die Geometrie folgt hieraus der Satz, dass von den 63 Kegel- 
schnitten, welche die Curve vierter Ordnung im Berührungspunkt einer 
Doppeltangente und in drei andern Punkten berührt, 27 in ein Doppel- 
tangentenpaar zerfallen, 36 dagegen nicht zerfallen. 

Die Wichtigkeit dieser Functionen W filr unsere Theorie beniht 
darauf, dass sie identisch werden mit den im §. 12 eingefllhrten Functionen 
V(q)i^q)2^(pi)j wenn der dort gebrauchte untere Grenzpunkt passend ge- 
wählt wird. 

Diese Functionen ^{(pi^<p2t^z) waren nämlich dadurch definirt, dass 
sie unendlich werden sollten in den beiden Punkten, in welchem eine 
Function q) verschwindet, die ausserdem noch in einem beliebig gegebenen 
Punkte € unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, und dass sie 
ausserdem in drei Punkten c^ , C2 , Cz unendlich klein von der zweiten Ord- 
nung werden sollten. 



117 

Wählt man für e den von y verschiedenen 0-Pnnkt der Function 

y^, 80 sieht man dass diese Functionen W mit den hier hetrachteten Qua- 
draten der Wurzelfunctionen zweiter Ordnung identisch sind, und dass man 
sonach die 36 Punktsysteme Ci , C2 , c^ durch Auflösung von cuhischen Glei- 
chungen erhält 

Diese 36 Punktsysteme hahen die Eigenschaft, dass in ihnen je eine 
der 36 Functionen 

€ 

verschwindet, worin (öJ) eine gerade Charakteristik hedeutet, und unter den- 
selben ist ein Punktsystem cf'^, cf \ cj'^^ ausgezeichnet, in dem 



</rf«.) 



verschwindet. Daraus ergiebt sich leicht die Zuordnung der 36 Punkt- 
systeme Ci, C2, C3 zu den Charakteriötiken der Functionen |/?P. 

In der That: bedeutet y$ eine beliebige, von ^q verschiedene, 

Abelscke Function, so wird der Quotient -= unendlich klein von der ersten 

Ordnung in einem der Punktsysteme Cj, Cj, C3, unendlich gross von der 

ersten Ordnung in b und den 0-Punkten von yl. Die gleiche Eigenschaft 
besitzt die Function: 

« 

wenn (cö) eine noch zu bestimmende gerade Charakteristik ist. Verftlgt 
man daher passend über einen constanten Factor, so ergiebt sich die 
Gleichung 



€ 



Denn die Quadrate dieser beiden Functionen sind rational und werden in 
denselben Punkten Null und unendlich. 

Das Factorensystem +1, welches die Function auf der rechten Seite 
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beim Ueberschreiten der Querschnitte annimmt, ist bestimmt darch die 
Charakteristik 

(ö>) + m 

und das entsprechende Factorensystem für die Function auf der linken 
Seite durch 

und da beide Charakteristiken übereinstimmen müssen, so folgt: 

(a>) = im + iyq), 

womit diese Aufgabe gelöst ist. Zu dem Punktsystem cl*'\ cf \ cP fuhrt 

also diejenige Function ^^V^ deren Charakteristik (^q) ist. 

Hiermit sind die sämmtlichen Punktsysteme Ci, C2, C3, von denen 
im §. 12 die Rede war, vollständig algebraisch bestimmt, einschliesslich 
der Charakteristiken, zu denen dieselben gehören. Sind die Abelsehen 
Functionen bekannt, so erfordert diese Bestimmung nur die Auflösung von 
Gleichungen zweiten und dritten Grades. 

Als Beispiel für die Bestimmung der Punkte cf^\ cf^, cf ^ diene 
folgendes, worin die oben (p. 100) gemachte besondere Annahme über die 
Charakteristiken der Abelschen Functionen zu Grunde liegt. Es sei 

also: _ 



In den 0-Punkten von f§^ ist wegen V^i f 1 + i^^Ci 1? + l^^cj I3 = : • 

Xi^i = X2b2 

oder: 

-?L — -?» — 1- 

I, ~ I. ~ ' 

wenn man also aas 

a*j-.Ä^2 = 0, Xj— ^li = 0, §3 = 0, 

o^i, 0^2, X3 eliminirt, so erhält man eine quadratische Gleichung für l^ deren 
beide Wurzeln l\ Ä" die Punkte b, y bestimmen. Nun muss der Cofefficient 

a so bestimmt werden, dass y^P in y verschwindet, dass also in y 
werde. Nun ist aber in y 
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t O ^« ^« — 3" 

53 — V, Y~'Y '^ ^ 
also: 

Um daher die Punkte c^\ cf\ cf^ zu finden, hat man die gemeinschaft- 
lichen Wurzeln von 



zu suchen, oder genauer, in rationaler Form, die gemeinschaftlichen 
Wurzeln von 

4:XiX2^^^2 = (a?! f 1 + ^2 I2 — ^3 ^3)^- 

Aus diesen beiden Gleichungen leitet man leicht die beiden folgenden qua- 
dratischen her: 

X1X2 == ^ bib2 7 
2A"^ll2 = Xi§x+X2S2'-Xz§z^ 

welchen vier Werthsysteme der Unbekannten genügen, von denen eines 
bekannt ist, nämlich dem Punkt y entsprechend. Die drei andern Systeme 
entsprechen den Punkten c{"\ cf\ c^^K 

§. 19. Die Wurzelfunctionen dritter Ordnung. 

Die Wurzelfunctionen dritter Ordnung sind flir die Folge von der 
grössten Bedeutung, wesshalb ihnen hier eine eingehendere Betrachtung ge- 
widmet werden soll. Es geht bereits aus dem in §. 14 Bewiesenen hervor, 
dass nicht mehr als vier linear unabhängige Functionen dieser Art mit ge- 
gebener Charakteristik existiren können. Es ist nun aber zu zeigen, dass 
auch wirklich immer vier solche Functionen vorhanden sind, und wie die- 
selben gebildet werden können. Dabei verlangen die Functionen mit ge- 
rader Charakteristik eine etwas andere Behandlung als die mit ungerader. 

Bedeutet zunächst (g) eine beliebige gerade Charakteristik, so kann 
man nach §. 3, lU. immer auf mehrfache Art drei Paare von Abelschen 
Functionen einer Gruppe finden: 



j/xi^i, i/a?2^2, ix3§2, 
welche die Eigenschaft haben, dass 



{g) = '{}^XiX,X3). 
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(In der beigefügten dritten Tafel findet man für jede gerade Charakteristik 
(g) eine solche Bestimmung der Charakteristiken (y'xO, (j/^O; (y'xj), (y^fj); 

Es ist nun unter diesen Voraussetzungen auch 
und es lässt sich zeigen, dass zwischen den vier Functionen 



}^XiX2Xi^ V'Xi^j^j, )/^iaf2^3 7 ]/^lf2^3 

keine homogene lineare Gleichung mit constanten Coefficienten besteht. 
Nehmen wir nämlich an, es bestehe eine solche Gleichung wie 



(1.) a}/Xi^X2X3 + aiyxiS2S3 + <X2ySiX2Si + cii^SiS2Xi = 0, 
während wir andererseits die Relation haben: 



(2.) }^xJi + }^X2§2 + }'xJi = 0, 
aus welcher die drei folgenden hervorgehen: 

2j/a:2l2i'?3§3 ^ iPl^l— iJJjl?— ^^3^37 



(3.) \2|/a?3f3a7ifi = — Xi^i+flCa^^ — flC3^3, 

2)/a:ifia;2^2 = — i^ili — ^1^2^2+3:313, 
so folgt aus (1.) durch Multiplication mit j/xio^flCa, wegen (3.) 

j €tXiX2Xi + aiXi{Xi§i — X2§2-'X3Si) + ^2X2{—Xi^i + X2§2'^Xi§i) 

l +<X3X3{-'Xi§i'-X2S2 + xJi) = 0, 

eine Gleichung, die, als von der dritten Ordnung, identisch sein mttsste 
vermöge der zwischen a?x, Xj, X3; ^1,^2, ^3 bestehenden linearen Relationen. 
Setzen wir daher in (4.) x^ = 0, so folgt daraus 

(a2a?2 — «3^3)(i'^2l2~"^3l3) = 0. 

Es mttsste also entweder («2^:2— «33^3) oder {x2S2 — XzSs) durch Xi theilbar 
sein. Beides aber ist nach §. 14 unmöglich, denn im ersten Fall würde 
zwischen x^, xj, Xy eine lineare homogene Relation bestehen, im andern 
Fall mttsste, wie aus (3.) hervorgeht, gegen die Voraussetzung Xi mit li 
identisch sein. 

Demnach ist der allgemeinste Ausdruck einer Wurzelfunction dritter 
Ordnung mit gerader Charakteristik (jg) folgender: 

(5-) ^X = (^^^1X2X3 + 01^X1^2^3 + a2y§iX2§3 + aiyiiS2Xi^ 
worin die ai, »i, aj, a^ willkttrliche Constanten sind. 
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Eine solche Function wird in sechs Punkten unendlich klein von 
der ersten Ordnung und von diesen sechs Punkten können drei beliebig 
gewählt werden, wodurch die drei andern im Allgemeinen völlig be- 
stimmt sind. 

Das Quadrat einer Function -^x sowie das Product zweier derselben 
mit gleicher Charakteristik sind homogene Functionen dritter Ordnung. 

Die geometrische Bedeutung einer Gleichung / = ist die einer 
Curve dritter Ordnung, welche die Curve vierter Ordnung in sechs Punkten 
berührt. Solcher Curven erhalten wir 36 Systeme. Die Berührungspunkte 
zweier Curven desselben Systems liegen auf einer Curve dritter Ordnung; 
die sechs Berührungspunkte von einer derselben liegen nicht auf einem 
Kegelschnitt *). 

In der Form (5.) können die Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit 
ungerader Charakteristik nicht dargestellt werden. Um auch diese zu er- 
halten, sei jetzt ix ^^^^ solche Function mit der ungeraden Charakteristik 

so dass ^Xi die Abelsche Function mit der gleichen Charakteristik bedeutet. 

Es mögen femer -^Xi ^, , }fx2 ^2 zwei Paare von Abelschen Functionen 
einer Gruppe sein, so dass man hat: 



(]/iCi) = {i ^1X2^2)' 

Bedeutet dann m irgend eine Function (p, also eine lineare homogene Func- 
tion dreier Quadrate Abelscher Functionen **) , h eine Constante, so werden 
wir setzen können: 



(6-) ix = W|/a;i+2Ä|/^ia;2l2, 

und dies wird der allgemeinste Ausdruck einer Wurzelfunction dritter Ord- 
nung von der betreffenden Charakteristik sein, wenn wir zeigen können, 
dass keine Gleichung von der Form 



(7.) = m|/a?i+2Aj/^ia;2^2 

identisch erfüllt ist. Denn dann enthält der Ausdruck (6.) wirklich vier 
willkürliche Constanten linear und homogen. 



*) Vgl. Hesse, 1. c. 

**) Wir brauchen in der Folge, um einen grösseren Reichthum in der Bezeich- 
nung zu haben, f(lr die Functionen tp vorzugsweise die Buchstaben m, n, fi, v etc. 

Weber, Abelsche Functionen. 16 
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Um die Unmöglichkeit einer Gleichung (7.) nachzuweisen, multi- 
pliciren wir äieselbe mit -^x^ wodurch sie unter Voraussetzung der Gleichung 



übergeht in 

welche, als von der zweiten Ordnung identisch sein mUsste. Die Unmög- 
lichkeit dieser Annahme ergieht sich dann genau wie oben. 

Eine etwas andere Darstellung dieser Wurzelfunctionen, welche unter 
Umständen dieser vorzuziehen ist, ist folgende: Es sei 



und w, i»i zwei beliebig anzunehmende Functionen y, z. B. Xj, x^ oder 
Xi^ Si. Dann können wir setzen: 



(8.) ix = y^a^iCaiw+aiwO+y^i (021/0:2^2 +03)^X3 ^3). 

Wir sehen hieraus, dass auch bei ungerader Charakteristik von den sechs 
Nullpunkten einer Wurzelfunction dritter Ordnung drei beliebig gewählt 
werden können, wodurch die übrigen im Allgemeinen bestimmt sind. 

Auch hier ergiebt sich, dass das Quadrat einer und das Product 
zweier Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit derselben Charakteristik ratio- 
nal (von der dritten Ordnung) ist. Aber es ist auch das Product einer 
solchen Function mit einer bestimmten Abelschen Function, nämlich der- 
jenigen welche dieselbe Charakteristik hat, rational (von der zweiten 
Ordnung). 

Geometrisch führen diese Functionen zu 28 weiteren Systemen von 
Curven dritter Ordnung, welche die Curve vierter Ordnung in sechs Punkten 
berühren. Die Berührungspunkte zweier solcher Curven desselben Systems 
liegen auf einer andern Curve dritter Ordnung und die sechs Berührungs- 
punkte einer solchen Curve liegen mit den Berührungspunkten einer ge- 
wissen dem System eigenthümlichen Doppeltangente auf einem Kegel- 
schnitt. *) 

Genau in derselben Weise, wie bei den Wurzelfunctionen zweiter 
Ordnung schliesst man auch hier, dass die Quadratwurzel aus einer homogenen 
Function dritter Ordnung der drei Veränderlichen 9)1, (p2^ ^3, die in sechs 
Punkten unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, immer als Wurzel- 



*) Hesse, 1. c. 



/ 
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ftmction dritter Ordnung, also in einer der beiden Formen (5.), (6.) dar- 
stellbar ist. 

Wir haben gesehen, dass eine Wurzelftinction dritter Ordnung durch 
ihre Charakteristik und durch drei ihrer 0-Punkte im Allgemeinen völlig 
bestimmt ist. Es giebt aber gewisse Lagen dieser drei 0-Punkte, für welche 
eine Ausnahme eintritt, derart, dass in denselben unendlich viele Wurzel- 
functionen dritter Ordnung mit einer bestimmten Charakteristik verschwinden 
können. Um zu erkennen, wann dieser Ausnahmefall eintritt, bezeichnen 

wir mit )//, ^x' zwei Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit der gleichen 
Charakteristik und mit drei gemeinschaftlichen 0-Punkten. Es ist dann 

^ eine rationale Function die nur in drei Punkten Null und unendlich 

wird, und die demnach als Quotient zweier Functionen (p darstellbar sein 

muss. Wenn also drei 0-Punkte einer Function }// von gegebener Cha- 
rakteristik diese Function nicht vollkommen bestimmen, so verschwindet in 
den drei übrigen 0-Punkten eine Function y, deren vierter 0-Punkt fest 
ist. Man Überzeugt sich leicht von der Umkehrung dieses Satzes: Be- 
stimmt man eine Reihe von Functionen }/x mit derselben Charakteristik, 
deren drei 0-Punkte die 0-Punkte von Functionen (p sind, welche einen 
gemeinsamen vierten 0-Punkt besitzen, so sind die drei übrigen 0-Punkte 

dieser Functionen ^x immer dieselben. Ist die Charakteristik {^x) unge- 
rade, so tritt die in Rede stehende Ausnahme dann, und nur dann ein, wenn 
von den drei gegebenen 0-Punkten zwei mit den 0-Punkten der Abelschen 

Function mit der Charakteristik (]//) zusammenfallen. Es zerfällt dann die 

Function ^x ^ ^^^ Product dieser Abelschen Function und einer Function q). 
Wir betrachten jetzt zwei beliebige Wurzelfunctionen dritter Ordnung: 

}^X mit den 0-Punkten Ci, ?2, ^3, ^«, Cs, ^g, 
y7 mit den 0-Punkten ^1, ^2, Ca, ^4, Cs, So- 

Nach dem am Schluss des §.17 bewiesenen Satz besteht alsdann die Con- 
gruenz 

(9.) (J(i:/ du,)) = (icö„ ^0)2, ^©3), 

wenn icD|, ^cöj, ^0)3 ein System zusammengehöriger halber Perioden ist 

mit der Charakteristik (ö>) = (|^;t) + (]''/)• 

16* 
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Bedeutet ^q diejenige Abebche Function die in den Punkten «, y 
verseh windet und }/^o die Wurzelfunction zweiter Ordnung, welche in den 
Punkten c{"\ c^"\ c^ verschwindet, und wählen wir für ^x' ^i^ Function 
|/gf W^i , deren Charakteristik =(0) ist, so ergieht sich aus (9.): 

(10.) (j(/''rf«A +/^^du, \pdu, +f^du, ^-f^'du, +/^du,)) = (ip,, ^öJ,, lGi,\ 

cC") cOO c('0 « y y 

(ö>) = (f^/). 

Bedeutet femer Ci, Cj, Cj ein Punktsystem, in welchem eine Function ^V 

mit der Charakteristik {-^W) = (}//) (ausser in ;^) verschwindet, so ist, 
gleichfalls nach dem am Schluss von §.17 bewiesenen Satz 

e e y 

und hiemach geht (10.) über in 

(11.) il(/'dn,+/''du,i/''du,+^^^ 

' cC'^) cf) cf'^ y c, c, c. 

Diese Sätze fuhren zur Darstellung der Wurzelfanctionen dritter Ordnung 
durch ^-Functionen. Setzen wir nämlich zur Abkürzung: 

<?A = J du^+J 'du^+J 'du„, 

c(;') c<") cl") 

und verstehen unter ^Xi , 1^0:2 zwei beliebige, von ^q verschiedene Äbehche 
Functionen, so hat der Quotient 

^ r , 

^W^^{ J du,) &W^,]{ pdu^ 

e y 

als Function von ^ betrachtet, folgende Eigenschaften: 

Er wird, wegen (11.) unendlich klein in der ersten Ordnung in den 
Punkten 

bn ^2 7 b3j ^4? b5) b6? 

unendlich gross von der ersten Ordnung in den 0-Punkten der drei Abekchen 

Functionen ^q^ }/a?i , ]/ar3 , ist im Uebrigen in der Fläche T stetig und nimmt 
beim Ueberschreiten der Querschnitte ein Factorensystem ±1 an, welches 
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bestimmt ist durch die Charakteristik: 



(yx^fx.scj). 



Genau dieselben Eigenschaften besitzt aber die Function l/— — , und wenn 

wir daher über einen constanten Factor passend verfügen, so haben wir 
die Gleichung 

(12.) l/-^^ == ' _ , r, N 7—rl—\ — 

Hieraus leitet man leicht einen Ausdruck her für den Quotienten der zwei 
Wurzelfunctionen }^X9 iv!- Ist nämlich 

c<") cC"^ cJO 

80 folgt: 

e y 

worin die Formel (12.) als Specialfall wieder enthalten ist. Es ist sehr 
zu bemerken, dass in diesen Darstellungen von den 0-Punkten der Func- 
tionen y;f, i'x' nur je drei vorkommen, und dass diese ganz beliebig ge- 
wählt sein können. 

§.20. Die Wurzelfunctionen höherer Ordnung. 

Indem wir uns zur Betrachtung der Wurzelfunctionen höherer Ord- 
nung wenden, bedienen wir uns der Kürze und Anschaulichkeit halber einer 
geometrischen Ausdrucksweise. Bereits im §. 14 wurde gezeigt, dass eine 
Wurzelfunction «'"^Ordnung höchstens 2«— 2 willkürliche Constanten linear 
und homogen enthalten kann. Es wird unsere Hauptaufgabe sein, nach- 
zuweisen, dass wirklich in der allgemeinsten Function dieser Art die An- 
zahl der Constanten so gross ist, oder mit andern Worten, dass von den 
2« 0-Punkten einer solchen Function 2« — 3 beliebig gewählt werden können, 
wodurch die übrigen drei im Allgemeinen völlig bestimmt sind. Ist dies 
bewiesen, so folgt daraus sofort, ganz wie bei den Wurzelfunctionen zweiter 
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Ordnung, dass die Quadratwurzel aus einer ganzen homogenen Function 
wj'*^ jOrdnung in den yi , 9)2 , 93 , die in 2« Punkten unendlich klein in 
der zweiten Ordnung wird, immer als Wurzelfunction ni"^ Ordnung dar- 
stellbar ist. 

Wü- betrachten zunächst die Wurzelfunctionen gerader Ordnung, 
deren es, wie wir gesehen haben 63 Systeme giebt. Solche Functionen 

lassen sich folgendermaassen darstellen : Es seien i^Xi^i, 1/0:2 12 zwei Paare 
von Abelschen Functionen einer Gruppe und /i , f zwei ganze rationale und 

homogene Functionen von der Ordnung — s— Es ist dann eine Wurzel- 



function «'^ Ordnung mit der Charakteristik (i/xifi): 



(1.) y*„ = ti^xji+f2yx2§2, 

und umgekehrt ist jede Wurzelfunction der gedachten Art in dieser Form 
darstellbar. Die Anzahl der in dieser Function enthaltenen Constanten 

beträgt 

n.n-\-2 

eine Zahl, die für » = 4 mit der geforderten Zahl 2«— 2 übereinstimmt, für 
»>>4 aber um 

n — 2.« — 4 
4 

ZU gross ist. Es kommt also nur darauf an, nachzuweisen, dass man über 
diese überzähligen Constanten so verfügen kann, dass keine Gleichung von 
der Form 

(2.) A|/^+/2|/^?2 = 0. 
identisch, d. h. in der ganzen Fläche T besteht. Multipliciren wir zu diesem 
Zweck die Gleichung (2.) mit ^x^Si so wird dieselbe rational von der 

Ordnung ^^ nämlich : 

(3.) flXji + ^f2{—XiSl—X2S2 + Xi§i) = 

und stellt also, wenn sie nicht ganz identisch ist, eine Curve von der 

Ordnung 'T dar, welche die gegebene Curve vierter Ordnung als einen 

Theil enthalten muss. 

Der erstere Fall würde nur dann eintreten können, wenn /i durch Xi Si 

theilbar wäre. Dies vermeidet man dadurch, dass man von den ^' g 
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in /i enthaltenen Constanten ' "" als lineare homogene Functionen 

der übrigen so bestimmt, dass die Curve /i = durch ^ beliebig 

ß 
gewählte nicht auf einer Curve ^ ter Ordnung gelegene Punkte geht, 

was möglich ist, da eine Curve "7 ter Ordnung durch ~ ' 1 

Punkte bestimmt ist. Es bleiben dann in /i noch 

n.«-}-2 n — 2.« — 4 ^ 

—8 8 = '^-^ 

willkürliche Constanten übrig, die linear und homogen darin enthalten sind. 

fi-t-2 
Unter diesen Voraussetzungen stellt (3.) eine Curve T^ ter Ordnung dar, 

in welcher noch 

^ . n.n + 2 ^ ci I w — 2.n— 4 

«— 1+ — g^— = 2«— 2H g 

unbestimmte Coustanten linear und homogen vorkommen, und welche die 
gegebene Curve vierter Ordnung als Theil enthalten mttsste. Bestimmt 

man daher von den noch übrigen Constanten wieder ^ so dass die 

Curve (3.) durch eben so viele nicht auf einer Curve ^ ter Ordnung lie- 
gende beliebige Punkte geht, so kann auch dieser Fall nicht eintreten und 
es bleiben, wie es sein muss, in der Function (1.) gerade 2i»— 2 willkür- 
liche Cofe'fficienten. 

Ist femer y^*^ eine Wurzelfunction ungerader Ordnung mit gerader 
Charakteristik, so kann man setzen: 



wenn 



und fy /i, /j, fi ganze homogene rationale Functionen von der Ordnung 

^ 3 ^« j 

2 ' Diese Function enthält 4 ^ willkürliche Constanten, also 

^ ZU viel, und es liegt uns ob, nachzuweisen, dass man über diese 

so verfügen kann, dass keine Gleichung von der Form 



(5.) f^XiX2Xi+fi^Xi§2Ss'\'f2^X2§zSi+f3}/Xi§l§2 = 
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identiöch besteht. Zu dem Zweck multipliciren wir diese Gleichung (5.) 
mit v'xiaJiiTa, wonach sie sich schreiben lässt: 

' +i(f7X2'-f3X^)iX2S2 — Xs^i) = 0, 

«-4-3 

welche entweder identisch sein oder eine Curve T" Ordnung repräsen- 

tiren müsste, welche die gegebene Curve als Theil enthält. 

Damit nun diese Gleichung nicht für /i = 0, /ä = identisch werden 

kami, bestimme man ^ von den in /i enthaltenen Constanten so, 

dass die Curve /i = durch eben so viele nicht auf einer Curve ^ ter 
Ordnung gelegenen Punkte geht, so dass 

fX2X3+^fl{XiSl — X2S2 — Xi§i) 

nicht identisch verschwinden kann. Damit ferner 

weder identisch verschwindet, noch durch Xi theilbar wird, bestimme man 

4 Q 

zunächst ^ von den in /i enthaltenen Constanten so, dass die Curve 

/i = durch eben so viele nicht auf einer Curve ~ ter Ordnung gele- 
gene Punkte geht, und dann von den in /2a?2—/3 ^3 enthaltenen Constanten 
jT so, dass die Curve [2X2— f^x^ = durch eben so viele nicht auf einer 

Curve —^ — ter Ordnung gelegene Punkte geht. Dann kann (6.) nicht 
identiÄch erflillt sein, und von den in dieser Gleichung noch übrig blei- 
benden Constanten kann man noch "~ ' "" so bestimmen, dass die durch 

n 5 

(6.) dargestellte Curve durch eben so viele nicht auf einer Curve ^ ter 

Ordnung gelegene Punkte geht, so dass dieselbe auch nicht eine Curve 
vierter Ordnung als Theil enthalten kann. Die Zahl der dann noch übrig 
bleibenden Constanten ist, wie es sein soll, 

. n*— 1 fi— l.w — 3 n — 3.n — 5 «*— 1 «— l.n — 3 ^ ^ 

.4-g g g g g = in-i. 

Ist n immer noch ungerade, dagegen die Charakteristik von \'4»^ 
auch ungerade, so kann man setzen: 

(7.) y*, = Fi/^+Z'vir^ 
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wenn F, f ^anze rationale liomogene Functionen resp. von den Ordnungen 
— 2"? 2 ^^^^' ^^'^ Anzahl der Constanten ist hier ^^4^- , also um 

- — -~- zu groftR. Ueber diese überzähligen Constanten muss man so ver- 
fugen, dass keine Gleichung von der Form: 

(8.) Fj:i + J/(-a?,g, -arjla + iTj^a) = 

identisch oder mit der G-leichung der CuiTe vierter Ordnung zugleich be- 
steht Man bestimmt zu diesem Zweck -~~k- ~ von den in f enthalte- 
nen Constanten so , dass die Curve /" = durch eben so viele nicht auf 
einer Curve -g— ter Ordnung gelegene Punkte geht, und dann von den 

in (8.) noch übrig bleibenden Constanten ~ "" so, dass die Curve (8.) 

durch so viele nicht auf einer Curve - g- ter Ordnung gelegene Punkte 

geht, wonach wieder (8.) nicht identisch erfüllt sein kann und gerade die 
richtige Anzahl 2ii— 2 von Constanten übrig bleibt. 

Es giebt also , bei ungeradem n^ 64 Systeme von Curven n*"' Ord- 
nung, welche die Curve vierter Ordnung in 2/? Punkten berühren. Die 
Berührungspunkte zweier Curven desselben Systems von der Ordnung n 
resp. w' bilden den vollständigen Durchschnitt einer Cnrve von der Ordnung 

-^ mit der Curve vierter Ordnung. Ins Besondere liegen bei ungerader 

( /harakteristik , also bei 28 Systemen die Berühruhgspunkte einer solchen 
('Urve mit den Berührungspunkten einer bestimmten Doppeltangente auf 

einer Curve '-t^ ter Ordnung. 

Aus dem Bewiesenen folgt, dass in allen Fällen von den 2» 0-Punkten 
einer Wurzelfunction n""' Ordnung 2»— 3 beliebig gegeben sein können, 
und dass durch diese und die Charakteristik die übrigen drei 0-Punkte im 
Allgemeinen völlig bestimmt sind. Aber es giebt Ausnahmen, und man 
(*rkennt leicht wie oben (bei den Wnrzelfanctionen dritter Ordnung) dass 
wenn 2»— 3 0-Punkte eine Wurzelfunction von gegebener Charakteristik 
nicht vollständig bestimmen, in den drei übrigen 0-Punkten eine Function 
if verschwinden muss. Es ist zu zeigen, dass auch das Umgekehrte gilt, 
nämlich : 

Wt»b«»r, Abelsohc Kunctionen. 1/ 
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Wenn co« den Sn O-Punklen einer WurzelfuncHon n^**' Ordnung y^« 
drei zugleich O-Punkte einer Function ip sind^ so sind die 2i»-~3 übrigen die 

O'Punkte von unendlich vielen Wnrzelfunctionen j/0„ mit derselben Cha- 
rakteristik. 

Um dies nachzuweiseii, ueluiuMi wir an es verschwinde 

ip in den Punkten e, f^, «2? ^3? 

ip ' - - f, £,, t'j, e^. 

Wir bestimmen nun die beiden Fiuirtionen ]^0„, )/0^ mit der gleichen 
Charakteristik so das« 

)/*« in ty, £,, f3, «,, «....«j^.ji, ??i, rio^ %, 



)/*^ in fl, fi, 6.;, «,, «o...ao,,_u, Vij ^r'ys 

verschwindet, wo die «i, a, ... a2n-o beliebig angenommene Punkte sind, 
während ??i, »?2, »^3; ^i, ^/i, Hi durch diese bestimmt sind. Nun ist die 
Function 

rational und wird unendlich klein in Vn ^>, ^j. 

unendlich gross in ?/, , 7^2, rji. 
Daraus folgt, dass entweder tji^ rj^^ % mit ?/i, 7/2, r/i zusammenfallen müssen, 
in welchem Fall unsere Behauptung bewiesen wäre, oder dass lyi, tjj, 7/3 
ebenso wie iji, Tyl, 7^3 die O-Punkte je einer Function cp sein müssen. Dieser 
Fall kann nur eintreten, wenn die «,, cfo...«2„_,i besondere Lagen haben. 
Es verschwinde nämlich: 

(fi in V, Vi^ ^2, r],^^ 
(Pi in €, T], 8\ r\ 

und es werde eine Wurzelfiinction « — 2*®'" Ordnung ]/*„_2 mit der Cha- 
rakteristik ()/*„) bestimmt, welche verschwindet in 

ff, , «2 . . . «3„-7, li\ j />2 ? Pa 7 

WO die /5,, /i?, ß^ duich die a im Allgemeinen bestimmt sind. Nun wird 
die rationale Function 



y>y, /0,^2 = in /?., ß,, /?,, 

<]Pj/0« = 00 in £', n\ «2n-ß. 

Es müssten also /?i, ßi^ ß^ wiederum O-Punkte einer Function (p sein und 
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die «1, a2...«,>«-o könnten nicht allgemein sein, oder es mttssten /i,, /ij, ßi 
mit *', i/f cfo„_,i zußammenfallen , nnd die 2« — 6 Punkte a wären wieder 

nicht allgemein, sondern mUssten 0-Pnnkte einer Function i/*„_o sein. 

Aher auch in diesen Fällen bleibt unsere Behauptung richtig, denn 
setzen wir sie für n—2 als bewiesen voraus, so können wir im ersten Fall 
einen der Punkte /!f,, /^.,, ß^ beliebig wählen, also mit rr^^^^ ssusammenfallen 
lassen und es würde folgen: 

und wir können setzen: 

tind auf glei<^lie Weise wUrdeii wir eine Function ]'>P„ bestimmen können: 

./Hb' „. v'vy*«-2 

I \f^„ — - - , 

welche abgesehen von den O-Punkten von cp und (p' die gleichen 0-Punkte 
hat. Die Quadrate dieser Functionen können mit Hülfe der Gleichung der 
Curve vierter Ordnung vom Nenner ip] befreit werden, so dass sie in der 
früher betrachteten Form der AVurzelfunctionen dargestellt weiden können. 
Wir knüpfen hieran den Beweis des folgenden Satzes: 

Alle wie T verzweigten Ftmctionen ]'n welche in einer endlichen An- 
zahl t>on Punkten unendlich gross nnd unendlich klein von der ersten Ordnung 
icerden (oder auch durch Zusammenfallen mehrerer solcher Punkte in höherer 
Ordnuny) und beim U eberschreiten der Querschnitte ein Factorensystem +1 

mit der Charakteristik (ya) annehmen, sind in mannigfaltiger Weise als Quo-- 
tienten zweier Wurzelfunctionen darstellbar. 
Es werde 

- unendlich klein in «i , ei... t.. , 
unendlich gross in f i , «i . . . 6^ . 

Man bestimme eine Wurzelfunction ] 4>„ mit beliebiger Charakteristik, 
welche in den Punkten *1, fi...*), unendlich klein wird, wass immer mög- 
lich ist, falls 

angenommen wird. Diese Function verschwindet ausserdem noch in 2«—/^ 
Punkten, die mit f),^,, f^^+o .fi« bezeichnet sein mögen. Hierauf bestimme 

17» 
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man eine andere Fanctiun y'4^^ daran (.'liarakteriätik au« 

i/o) = (|/*j + (j/*.) 

beBtimmt wird, nnd welche in den Punkten 

^4 1 ^5 . . . f ^ , ^/i + n *'/44-? • • • *2« 

nnendlich klein wird nnd auBserdeiii noch in drei durch diese bestimmten 
Punkten 17, , >?2 , i?3 . (Fttr den Fall dass jti = 2 oder =3 ist , sind nur die 

Punkte €^+1 . . . €i„ als Nullpunkte von }/*^ gegeben). Bilden wir jetzt 
die rationale Function 

80 wird diese unendlich klein in f^, f^, '^jt unendlich gross in 7/,, iy,, i;, 
(oder falls fi = 2 ist, in 6,, 63 und in ??,, 7/2 woraus folgt dass sie constant 
ist). Sind nun t» , £2 , e^ nicht die 0-Punkte einer Function (p, so müssen 
^1? ^21 ^3 uiit €, , ^2, *3 zusammenfallen, und wir linden: 



/ 0' 
y/a = (Jonst. y^ 



Sind dagegen «i, «a, «j die 0-Punkte einer Function y, so haben die r;i, i?2j % 
die gleiche Eigenschaft. Nach dem oben Bewiesenen ist dann einer der 
Punkte Tji^ 1^2? Vi noch willkürlich und kann mit einem der Punkte «i, «27 ^5 
identificirt werden, wodurch mr zum gleichen Resultat gelangen. 

§. 21. Die Wurzelfunctionen vierten Grades. 

Wir nehmen nun die Untersuchungen des §. 19 wieder auf, in 
welchem gezeigt wurde, dass eine Wurzelfunction zweiten Grades und dritter 
Ordnung von vier constanten Coefficienten linear und homogen abhängt. 
Man kann also die 0-Punkte einer solchen Function irgend dreien von 
einander unabhängigen Bedingungen untei-werfen, und wird, falls diese Be- 
dingungen algebraisch sind, eine endliche Anzahl von Functionen erhalten, 
welche der gestellten Fordening genügen. Wir stellen die Bedingung, 
dass die sechs 0-Punkte einer solchen Function paarweise zusammenfallen 
sollen. Die Quadratwurzeln der Functionen welche auf diese Weise ent- 
stehen sind als Wnr^elfunctionen vierten Grades zu bezeichnen, da der Quo- 
tient zweier solcher Functionen in der Fläche 7" stetig bleibt (ausser in 
drei Punkten, in denen er unendlich wird), beim Ueberschreiten der Quer- 
schnitte aber Factoren annimmt, welche vierte Wurzeln der Einheit sind. 
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£ä soll zunächst die Anzahl dieser Functionen bestimmt werden. 
Zu dem Ende gehen wir aus von der Formel (12.) §. 19: 

/j \ J X JV y ^ 

e Y 

Der Zähler dieses Ausdrucks verschwindet in sechs Punkten, nämlich in 
^17 ^2? ^3 9 wodurch rj, ^27 ^3 bestimmt sind: 

(ri,€2,r3) = {^{jdu^+J^'^duu^'f^dui^, 

coo c^n cC") 

und in drei von diesen abhängigen Punkten. Sollen die letzteren, wie es 
unsere Aufgabe verlangt, mit den ersteren zusammenfallen, so muss, wenn 
i^i7 i<^2 7 \^^ ^in System zusammengehöriger halber Perioden mit der 
Charakteristik 

bedeutet die Congraenz bestehen: 

* y 

woraus man erhält: 

(2r„2r,,2r3) = (K/'rf^*+ i®0)' 

oder, wenn ip,, i/ij, 1^3 ein beliebiges System zusammengehöriger halber 
Perioden mit der Charakteristik {p) ist: 

Bezeichnen wir also die auf diese Weise sich ergebenden Functionen x 
mit il und setzen: 

80 erhält man, nach Unterdrückung constanter Factoren: 



(2.) i^-^ 



8 



^1/*. I (y W)^i/ar,i (y W) 
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Da nun die Charakteristiken (cD) und (p) irgend beliebige sein können, so 

folgt, das» die Anzahl der Functionen ]£2 64.64 = 4096 beträgt. In jedem 
System der Functionen x kommen 64 Functionen S2 vor. 

Betrachten wir nun zwei beliebige unter diesen Functionen i2, Si! 
und setzen: 

SO ergiebt sich aus der Formel (2.): 
und daraus: 

(\\ i/Ü- ^ ""' * > _- ^- t 

Die erste dieser beiden Functionen (3.) erhält beim IJeberschreitcn des 
Querschnitts a^, den Factor (—1)^^"*''* beim Ueberschreiten von h^, den Factor 

(—l)^*""^*. Die zweite Function (^'i erhält beim Ueberschreiten des Quer- 
schnitts a*. von der negativen auf die positive Seite den Factor 

^— ni{nu — «1- + 4 (n — n)) 

und ebenso beim Ueberschreiten von 6^. den Factor 

welches, wie man sieht, vierte Wurzeln der Einheit sind. 
Nach den früher getroffenen Festj^etzungen ist 

die Charakteristik der Func-tion \'S2. Dieselbe soll als ersle Cliarakteristik 
der Function i^ß bezeichnet sein, während (»)=( ' ' ') die zweite Cha- 

4 4_ 

rakterisHk der Function \£1 genannt und mit (]/I2) bezeichnet sein soll. 
Erste und zweite Charakteristik zusammen bef^timmen das Factorensystem, 

welches eine Function y jy, beim Ueberschreiten der Querschnitte annimmt, 
wie oben gezeigt. 
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Nach der ersten (Charakteristik können die Wnrzeliiinetionen vierten 
Grades in Systeme eingetheilt werden, so dass alle diese Functionen mit der- 
selben ersten Charakteristik ein System bilden. Wir haben also 64 Systeme 
von je 64 Wurzelfunctionen vierten Grades. Hiernach kann die erste Cha- 
rakteristik auch als SystemcharakterisHk bezeichnet werden; 

Nach den bisherigen Definitionen kann von den 64 zweiten Cha- 
rakteristiken in jedem System eine beliebig angenommen werden, auch 

wenn die entsprechenden Functionen ^S2 bekannt sind; denn unbeschadet 
den bisherigen Festsetzungen können wir \Wf, um ein beliebiges System 
zusammengehöriger Perioden vennehren, wodurch wir erreichen, dass eines 
der Systeme ^p,^ ein beliebig gegebenes werde. 

Geht man aber von der Darstellung (4.) aus, so wird man zwar 

auch hier den Integrationsweg in / du,, so bestimmen köimen, dass das 

« 

System |p,, ein beliebig gegebenes werde. Ist dieser Integrationsweg aber 

einmal festgesetzt, so muss fllr jede bestimmte andere Function )/i2' das 
System iö)l+ipl ein ganz bestimmtes sein. 

4 

Es gehört daher zu jeder Function }^S2 ein System zusammenge- 
höriger Viertel der Perioden; von diesen kann nur eines um ein beliebiges 
System zusammengehöriger halber Perioden geändert werden. Ist über dies 
eine System irgend wie verfügt, so enthalten die zusammengehörigen Viertel 

der Perioden, die zu den sämmtlichen Functionen ^S2 gehören, keine Un- 
bestimmtheit mehr (falls die d-Moduln als bestimmt vorausgesetzt werden). 

Die geometrische Bedeutung der hier betrachteten Functionen ist 
die: Die Gleichung i2 = stellt eine Curve dritter Ordnung dar, welche 
die gegebene Curve vierter Ordnung in drei Punkten vierpunktig beriihrt. 
Solcher Curven existii'en 4096. *) 

Um die Wurzelfunctionen vierten Grades auf algebraischem Wege 

zu definiren, verfahren wir, wie folgt: Es seien y^j }'X ^wei Wurzel- 
functionen zweiten Grades und dritter Ordnung mit der gleichen Charakte- 
ristik. Es ist dann, wie oben gezeigt, das Product yx/ eine ganze rationale 
und homogene Function dritter Ordnung f, und wir haben die Gleichung 

M-f = 0. 

*) Vgl. Hesse 1. c. Clebsch Anwendung der Abelschen Functionen auf Geometrie. 
Borchardis Journal Bd. 68 p. 189. . 
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Gehen nun y/, ^^ in die Quadrate von Wurzelfunctionen vierten Grades, 

l^*ß, y^iy, des gleichen Systems über, so muss f das Quadrat einer Wurzel- 
funetion zweiten Grades und dritter Ordnung werden, deren Charakteristik 

aber von (]/i2) verschieden ist. Bezeichnen wir also fllr diesen Fall diese 
Function mit /, so haben wir: 

und die Charakteristik (}/;c) kann jede der 63 von (i/i2) verschiedenen sein. 

Mit Hülfe des Ausdrucks der Functionen ^£1 durch ^-Functionen 

lässt sich die Charakteristik (j//) aus erster und zweiter Charakteristik von 

y*ß, ]/i2' bestimmen. Bilden wir nämlich nach der Formel (2.) die Func- 
tion , so tritt im Zähler das Product der beiden ^-Functionen auf: 

wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 

Die Vergleichung dieses Zählers mit dem allgemeinen Ausdruck fllr 



in (1.) ergiebt sofort das Resultat: 
oder: 

(6.) (i//) = (i/:ß)+(/i2)+(>/ß'), 

woraus man wieder ersieht, dass in der Formel (5.) alle Charakteristiken 

{iyO vorkommen können mit Ausnahme von (/^2). 

Die algebraische Bestimmung der Wurzelfunctionen vierten Grades 
eines Systems wird, wenn die Ahehchen Functionen als bekannt vorausge- 
setzt werden, von der Auflösung einer Gleichung 64^^° Grades abhängen, 
diese Gleichung aber ist durch Quadratwurzeln auflösbar. 

Man überzeugt sich hiervon leicht, gestützt auf eüien Satz von Abel*)^ 
durch Anwendung der Gleichung (5.). Aus derselben geht nämlich hervor. 



*) Abel, Memoire sur uoe Classe particuliere d'equatious resolubles algebrique- 
ment, Oeuvres T. I p. 114. Vgl. auch Clebsch und Gordan, Theorie der Abehchen 
Functionen, zehnter Abschnitt. 
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dass man aus einer als bekannt voraasgesetzten Function ^il alle ttbrigen 

desselben Systems rational herleiten kann. Ist die Function |/«Q bekannt, 
so hängt die Bestimmung der 0-Punkte derselben von der Lösung einer 
cubischen Gleichung ab. Man kann nun eine Wurzelfunction zweiten 

Grades und dritter Ordnung >// von beliebiger Charakteristik, die nur nicht 

= (|/Jß) sein darf, so bestimmen, dass drei ihrer 0-Punkte mit denen von 

}/i2 zusammenfallen, und zwar kommen in dieser Function nur symmetrische 
Combinationen der Wurzeln der erwähnten Gleichung vor, woraus folgt, 

dass die Cofe'fficienten der Function ^x rational durch die von }/i2 aus- 
drtickbar sind. 

Bestimmt man dann weiter eine Wurzelfunction zweiten Grades und 

dritter Ordnung mit der Charakteristik (i/i2), welche in den drei übrigen 

0-Punkten der Function ^x verschwindet, so kann diese wieder rational 

durch die Cogfficienten von ^Xj *lso auch durch die von yi2 dargestellt 

werden. Diese letztere Function kann aber keine andere sein als |/i2' und 

diese ist sonach rational aus 1^12 abgeleitet. Was die zweite Charakteristik 

dieser Function anlangt, so hat man, wenn die von ]/i2 festgesetzt ist: 



(7.) (|/I2') = (,/i2)+u/i2) + (|/;t). 
Daraus geht hervor, dass die sämmtlichen Wurzeln der in Rede stehenden 
Gleichung 64*®° Grades rational durch eine derselben ausdrttckbar sind- 
Diese Eigenschaft genügt noch nicht, um die algebraische Auflösbarkeit 
einer solchen Gleichung darzuthun. 

Nehmen wir aber an, es sei eine dritte Function ^il\ durch Ver- 
mittlung einer andern Wurzelfunction zweiten Grades ^^Xi a^f gleiche Weise 
aus ]/ß hergeleitet wie |/l2', und benutzen die Function ^x zur Ableitung 
einer vierten Function i/JIl' aus )/i2i und die Function )/^ zur Herleitung 

einer fünften Function ]/i2" aus i//2', so haben diese Functionen folgende 
Charakteristiken : 

(;i2;)=(;i2)+(>/l2) + (,/^), 



Weber, Abelsche Functionen. 18 
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woraus hervorgeht, dass die beiden Functionen ^£i^ und yß" mit einander 
identisch sind. 

Ist demnach X die Unbekannte der fraglichen Gleichung 64*®" Grades, 

etwa einer der Cogfficienten von }^£i, und zugleich diejenige Wurzel, welche 

zu der Function }/i2 führt, sind ferner X\ ii, X", ii' die Wurzeln, welche 

zu den Functionen ]/jQ', j/iil, |/i2", )/l2;' führen, so ist 

und wenn f(X\ /i(i) rationale Functionen bedeuten: 

also: 

und dies ist nach der erwähnten Abelschen Abhandlung die hinreichende 
Bedingung fUr die algebraische Auflösbarkeit unserer Gleichung. Da der 
Grad derselben 64 = 2® ist, so sind nur quadratische Gleichungen in letzter 
Instanz zu lösen. 

§.22. Algebraische Bestinimung der Wurzelfunctionen vierten Grades 

mit ungerader Systemcharakteristik. 

Wir geben in Folgendem einen directen Beweis für die algebraische 
Bestimmbarkeit der Wurzelfunctionen vierten Grades, welcher zugleich zeigt, 
wie in einem gegebenen Fall die Rechnung wirklich geführt werden kann, 
beschränken uns aber dabei auf die Annahme einer ungeraden ersten Cha- 
rakteristik, welches die einfachere und zugleich fllr die spätere Anwendung 
ausreichende ist 

Es sei demnach die Charakteristik der gesuchten Function }/i2 = {^x^ 
und j/xi die entsprechende Abehche Function. Nach §. 19 kann die Func- 
tion |/i2 in der Form dargestellt werden: 



wenn }/f , , j/a:, , j/fa Abelsche Functionen bedeuten , die der Bedingung 
genügen: 

und m eine lineare homogene Function der drei unabhängigen Ver- 
änderlichen. 



Es lassen sich die 64 Functionen ]/i2 so in 32 Paare |/i2^ )/i2' zu- 
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sammenstellen, dass 



4 

denn zu jeder zweiten Charakteristik (}/i2) findet man dieser Bedingung' 

gemäss eine bestimmte andere (j^ß'). Ist daher y^x ©i^^ Wurzelfunction 
zweiten Grades und dritter Ordnung mit der Charakteristik (j/ajj), so gilt 
die Gleichung 



Bedeuten also m, m\ fi noch unbekannte lineare homogene Functionen der 
drei unabhängigen Veränderlichen, h eine unbekannte Constante, so lässt 
sich diese Gleichung so schreiben: 



eine Gleichung, durch welche die Bedingungen unserer Aufgabe vollständig 
ausgedruckt sind. Als Unbekannte treten auf die 9 Constanten in m, m\ 
fi und die Constante h. 

Die Gleichung (1.) lässt sich rational machen, wenn man ein weiteres 

Paar Abelscher Functionen 1/0:3^3 einführt, welches in die Gruppe (i^arili) 
gehört, so dass eine Gleichung von der Form besteht: 



Damit geht die Gleichung (1.) über in: 

und diese Gleichung muss, da sie von der dritten Ordnung ist, identisch 
sein. Das Gleichsetzen der Cofefficienten entsprechender Glieder auf beiden 
Seiten liefert zur Bestimmung der zehn Unbekannten zehn Gleichungen. 
Die Coefficienten von m müssen sich daraus auf 64 Arten ergeben, die von 
fi aber und h nur auf 32 Arten (abgesehen von einer gemeinschaftlichen 
Aenderung der Vorzeichen), da durch die Vertauschung von m mit w', ^ 
und h nicht geändert werden. 

Setzen wir zunächst, um abzukürzen 

(3.) m+w»' — A/w = q^ 

so lässt sich (2.) in folgende Form setzen: 

(4.) a:i(fl«m'— |,5r-A'lilä)-äCa(,tt* + |j^-4|il,) = —xjjq. 

18* 
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Hieraus folgt nun , da ftlr jji = 0, x, = weder x^ noch fj verschwinden 
kann (p. 83), dass q von der Form sein muss: 

(5.) q = «liTj+a^ir^, 

wenn a, , «^ noch unbestimmte Constanten sind. Damach lässt sich (4.) 
schreiben : 

(6.) a;,(i»m'— ^,9 — A^fifj + '^iarafa) = x^ifi^ + S^q-'A^J^t — a^x^Si)^ 
woraus, mit Einführung einer neuen noch unbekannten linearen homogenen 
Function p folgt: 

(7.) mm'— ^,9— A'g,|, + aia?3l3 = x^p, 

(8.) "^+^2? — 41,^2 — «2iP3§3 = ^iP^ 

Wir können nun irgend drei der sechs Functionen a?i , a^^ , 0:3 , f 1 , f 2 , | 
als unabhängige Variablen betrachten und die übrigen durch dieselben aus- 
drücken. Für die folgende Rechnung am Einfachsten ist es, a?,, fi, §2 als 
die unabhängigen Veränderlichen zu wählen. (Durch passende Wahl von 
^ii f M ^2 läs^t ^^ ®^^^ ®*®*® vermeiden, dass zwischen a?! , |, , I2 eine lineare 
homogene Relation besteht.) Wir setzen demnach 

ra:2 = a x^ + b |, + c f,, 

(9.) hr3 = ö'a?i + 6'f, + c'f2, 

worin die Coe'fficienten a, b, c, a'^ V, c\ d\ V% c" als bekannte Con- 
stanten zu betrachten sind und leicht durch die Classenmoduln dargestellt 
werden. 

Setzen wir nun in der identischen Gleichung (8.) a^i = so er- 
giebt sich 

l^^ = 4fi^2— a2(a?2^2— a?3^3), 
oder wegen (9.): 

(10.) ^' = «26'6"|? + «2(c'c"-c)|^ + (4~a2(6-6'c"-c'0)^if2, 
und die Bedingung, dass* dieser Ausdruck ein vollständiges Quadrat sein 
muss, liefert für o, eine quadratische Gleichung: 

(11.) 4a^6'6"(c'c"-c) = (4-a2(6-6'c"-c 6"))'. 

Hieraus erhält man zwei Werthe von «3 und aus (10.) folgt dann, immer 
unter der Voraussetzung x^ = : 



(12.) t^ = ^,}/«2*'6" + f2»^a2(c'c"-c). 
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Die Vorzeichen dieser beiden Quadratwurzeln sind aber nicht von einander 
unabhän^g sondern das eine ist durch das andere bestimmt mittels der 
Gleichung 

Setzen wir daher 

(13.) .a = yx, + /s^+/'^2, 
so haben wir 



(14.) / = ia^ V b", r" = >^«2 (c c - c), 2/ /' = «2 (*' c"+ 6" c' - b) + 4. 

Da eine gleichzeitige Aenderung der Vorzeichen sämmtlicher Coefficienten 
von iLt und von h keine neue Lösung unseres Problems liefert, so ist durch 
(14.) das System der Unbekannten y', y" nur auf zwei wesentlich ver- 
schiedene Arten bestimmt, entsprechend den beiden Werthen von a2 und 
zu jedem dieser Werthsysteme muss daher y noch auf 16 verschiedene 
Arten bestimmt werden. 

Substituirf man den so erhaltenen Ausdruck für /i in (8.) so lässt 
sich diese Gleichung durch x^ dividiren und man erhält 

f +^2(2y/'-a.(a'c"4-ca"-a)), 

so dass auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die eine Unbekannte j^ 
vorkommt, deren Bestimmung wir bis zuletzt versparen. 

Um m und m' zu erhalten leiten wir zunächst aus (3.) folgende 
Gleichung ab: 

(16.) {m+m'y = h'n.' + 2h/^q + q\ 

femer ergiebt sich aus (7.) und (8.) durch Elimination von x^^^ 

(17.) a^mm' = («2A' + 4cf,)lil2+5r(/i-ai?2 + a2fi) — «i/^^ 
und aus (16.) und (17.) 

(18.) a.im-^my = i^(jii'-4.SJ,) + qr, 
wenn zur Abkürzung gesetzt ist 

(19.) X = A'«2 + 4a,, 
(20.) r = ^a2+2A|Ua2— 4(p — «if,) — 4a2li, 

so dass k eine Constante, r eine lineare homogene Function von xj, |,, ?2 
ist. Stellen wir nun die Bedingungen auf, dass die rechte Seite von (18.) 
ein vollständiges Quadrat sei, so ergeben sich drei Gleichungen, welche 
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nur noch die drei Unbekannten «i , A^ p^ enthalten ; sind diese aus denselben 
bestimmt, so kann man aus (18.) die Wurzel ziehen und hieraus und aus (3.) 
ergeben sich dann unmittelbar die ursprünglich gesuchten Functionen m, m'. 
Um diese Rechnung durchzuführen drücken wir die beiden Functionen 
q und r aus durch die drei Functionen ^, fi, fj in der Form 

(21) I* "" 9/^ + 91^1 + 92^7, 
\r = 0/1+0^1 + 02^2, 

worin q, pi, ()2, o, (T|, O2 Constanten bedeuten, auf die wir alsbald zurück- 
kommen. 

Soll nun die rechte Seite von (18.) ein Quadrat sein, so muss sie 

es auch bleiben für er = d. h. fiir ^ = — P^^'+P«-» • also muss 
ein Quadrat sein, woraus die erste Bedingung folgt: 

(22.) Q,(f2 == (>^ 

Auf die gleiche Weise ergiebt sich die zweite Bedingung : 

(23.) 0,02 = o\ 

Die dritte Bedingung erhält man, wenn man in dem allgemeinen Ausdruck 
(18.) das Quadrat des Coefficienten von ^^1 gleichsetzt dem vierfachen 
Product der Coefficienten von /i^ und f: 

4:{l + Q0)^,0, = iQOi + QiO)\ 

wofür man mit Benutzung von (22.). und (23.) auch schreiben kann 

(24.) 4:1 = Qi02+Q20i'-2qo. 

I 

Sind die Gleichungen (22.), (23.), (24.) befriedigt, so ergiebt sich aus (18.) 



(25.) )/a2(«»-m') = /*i(y(>ia2+]/(>2<yi) + ^il^(>iöi+^2}^p2Ö2, 

worin die Vorzeichen der Quadratwurzeln alle durch eins derselben be- 
stimmt sind vermittelst der Gleichungen 



}fQiO^^Q202 = 9^y ^91^2 i 92^1 ^9^9 



i9i^i{,i9v^2 + i920i) = 9^i+9i^y i9202{i 91^2+ i 92^1) = 9^2+92^. 
Eine gleichzeitige Aenderung aller Zeichen bewirkt nur eine Vertauschung 
von ffi mit m\ 
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Um nun die Gleichungen für die noch fehlenden Unbekannten auf- 
zustellen, mttßsen wir die Ausdrücke fttr die Constanten (), pi, p^, a^ a^ o^ 
bilden. 

Zunächst ergiebt sich aus 



und 






also: 



(26.) (> = " y^"*' 7 ei = a2ft-/e, e2==a2C~/'p, 



also nach (22.): 

(27.) (.^ = («2 6-/p)(a2C-y», 

was, da a^^ /, y schon bestimmt sind, eine quadratische Gleichung fttr 
Q ist. Aus (26.) erhält man zu jedem Werth von ^ ein bestimmtes Werth- 
System von (>i, (»2, so dass jetzt q^ ^h 92 ^ den bekannten Grössen zu 
rechnen sind. 

Eine gleichzeitige Aenderung der Vorzeichen von /, y" bedingt 
eine Vorzeichenänderung von q, die nach (26.) eine Vorzeichenänderung 
von y zur Folge hat. Wir erhalten demnach nur vier wesentlich ver- 
schiedene Werthsysteme von q, pi, 92, entsprechend den beiden Werthen 
von «2 ^Bid den beiden Wurzeln der Gleichung (27.). 

Es folgt nun weiter aus (21.), (20.), (15.): 

= {Q+2h)(h-4:^ — f — r-, 



(28.) {o, = (>ia2+4a2(ö'ft"+ft'a"-l)-4y' 



/ 



Femer folgt aus (26.) und (19.): 

(29.) «i = ye— «2Ö^ ^ = A^«2+4(y() — «2«), 

wodurch die Unbekannte a^ eliminirt ist. Die Gleichungen (23.), (24.) 
liefern nun die nöthigen Mittel zur Bestimmung der beiden noch fehlenden 
Unbekannten y und h. Diese Bestimmung muss von einer Gleichung 
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achten Grades abhängen, welche sich auf eine Grleichung vom vierten und 
eine vom zweiten Grrade zurückführen lässt 

Substituirt man zunächst (28.) und (29.) in (24.) so folgt: 

(30.) r^ ^ «. y ^ 

i + 4(., (a' 6"+ 6' a"- 1) 4- 4e, (a' c"+ e'a"-a). 

Hiernach lieg^ es nahe, die Grösse 

(31.) ZÜl^i^ = s 

als Unbekannte einzuführen, wonach man erhält: 

(32.) (^ ^ — —) = s— 4a a 02. 

Dann können wir (30.) abgekürzt so schreiben: 

(33.) {Q + 2hf = As+B, 

wo A und B bekannte Grössen bedeuten. 

Setzen wir femer in (23.) die Werthe (28.) ein, so erhält man, 
gleichfalls in abgekürzter Bezeichnung 

€i (p + 2hy- 8a, (p + 2h) tzJ"^^^ 4,16 ( y -^' ^' ^' )' = C^^+ß^+E, 
oder mit Benutzung (32.), (33.): 



r'/vM 



(34.) (p+2A)^^^''^^^^ = ^V+B'«+C', 

worin C, D, E, A\ B\ C ebenfalls bekannte Grössen sind. Erheben 
wir endlich (34.) ins Quadrat, so ergiebt sich, wieder mit Benutzung von 

(32.), (33.) . 

(35.) (^«+Ä)(«-4a'a"a,) = {As^-^-Es+Cf, 

welches eine Gleichung vierten Grades für s ist. Hat man diese gelöst, 
so findet man aus (31.) durch Auflösung einer quadratischen Gleichung 
die zugehörigen Werthe von y ^^'^ ^rus (34.) und (29.) ergeben sich in 
eindeutiger Weise die zugehörigen Werthe von h und a^ wodurch unsere 
Aufgabe vollständig gelöst ist. 

Dass uns hier eine Gleichung vierten Grades übrig geblieben ist, 
während nach der allgemeinen Theorie quadratische Gleichungen zur Lösung 
ausreichen sollten, hat darin seinen Grund, dass wir hier nui* sechs von 
den AbeUchen Functionen benutzt haben, von denen aus man nur mittelst 
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einer Grleichujig vierten Grades zu den übrigen gelangen kann. Die Aus- 
drücke sind aber zu complicirt, um die Keduction der übrig gebliebenen 
Gleichung vierten Grades auf quadratische Gleichungen durch Benutzung 
weiterer Abelscher Functionen übersehen zu können. Immerhin ist das 
Problem auf algebraisch lösbare Gleichungen zurückgeführt. 



Bei der hier durchgeführten Berechnung der Functionen }/jQ eines 
bestimmten Systems sind noch nicht die zweiten Charakteristiken der einzel- 
nen Functionen bestimmt. Um dieses zu können muss man sich des Ver- 
fahrens bedienen, welches im §. 21 angedeutet wurde, worüber hier noch 
Folgendes bemerkt werden soll. Will man die beschwerliche Berechnung 
der dort erwähnten symmetrischen Functionen vermeiden, so kann man 
folgenden Weg einschlagen: Nehmen wir an, es sei eine der Functionen 

|/i2 bekannt: 

4_- 

und man habe derselben eine beliebige zweite Charakteristik (}/i2) ertheilt 
Eine zweite, daraus herzuleitende Function sei 

4 — 

die zweite Charakteristik (yS2') sei vorgeschiieben. Es handelt sich um die 

Bestimmung der drei in m enthalteneu unbekannten Cogfficienten. Man 
nimmt zu diesem Zweck eine Wurzelfunction zweiten Grades und dritter 

Ordnung j/^, deren Charakteristik nach §.21 aus der Gleichung be- 
stimmt ist: 

Diese Function enthält linear und homogen vier unbekannnte Coefficienten 
die mit a^, a,, aj, a^ bezeichnet sein mögen, und man hat die Gleichung 
zu befriedigen: 

welche, rational gemacht, vom dritten Grade ist, und daher identisch sein 
muss. Vergleicht man also die Cogfficienten entsprechender Glieder auf 
beiden Seiten, so erhält man zehn Gleichungen von der Form: 

a^a^ = ^,7, «,«3 = ^,3, «,«4 = ^,4, 

«304 = ^34, «402 = ^2? €h^i = A22i 

Weber. Abelsche Functionen. 19 
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wenn die Grössen A lineare Functionen der drei in m' enthaltenen Unbe- 
kannten sind. Durch Elimination der a ergeben sich hieraus die sechs 
Gleichungen 

-4| A^ = All , AiA^^= Ali 7 Ai A^ = An , 

SO dass man zur Bestimmung der drei Unbekannten sechs quadratische 
Gleichungen erhält, von denen man weiss, dass sie ein und nur ein System 
gemeinsamer Lösungen haben. Man kann also durch Elimination lineare 
Gleichungen für diese Unbekannten herleiten. Diese Rechnung hat durchaus 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Aus der besonderen Form der Glei- 
chungen ergeben sich auch noch einige Vereinfachungen, jedoch ist kaum 
zu erwarten, dass man im Allgemeinen zu irgend wie libersichtlichen Aus- 
drücken werde gelangen können. 

Nach diesen Erörterungen haben wir die Wurzelfunctionen vierten 
Grades eines Systems mit ungerader Charakteristik sammt ihren zweiten 
(Charakteristiken als bekannt anzusehen, wenn über eine dieser letzteren 
nach Willkür verfügt ist. Nun haben wir aber im §.21 gesehen, dass 
nur in einem System über eine zweite Charakteristik willkürlich verfügt 
werden kann, und dass, wenn diese festgesetzt ist, zu jeder Wurzelfunction 
vierten Grades ein bestimmtes System zusammengehöriger Viertel der 
Perioden gehört. Diese Bestimmung kann aber ihrer Natur nach nicht voll- 
ständig auf algebraischem Wege erledigt werden. Wir werden zu diesem 
Zweck weiter unten andere Mittel kennen lernen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass man in ähnlicher Weise wie die 
Abelschen Functionen zur Darstellung der Wurzelfunctionen zweiten Grades, 
so die hier betrachteten speciellen Wurzelfunctionen vierten Grades, (die 
dann als Wurzelfunctionen vierten Grades und erster Ordnung zu bezeich- 
nen wären) zur Darstellung allgemeinerer Wurzelfunctionen vierten Grades 
benutzen kann. Geometrisch führen diese Functionen zu Curvensystemen 
höherer Ordnung, welche die Curve vierter Ordnung überall wo sie der- 
selben begegnen, vierpunktig berühren. Wir gehen auf diese Untersuchungen 
hier nicht näher ein, da wir in der Folge keinen Gebrauch von denselben 
zu machen haben. 

§. 23. Ein Augnahmefall. 

Es ist hier der Ort, eines Ausnahmefalles zu gedenken, in welchem 
sich die Einführung der Wurzelfunctionen vierten Grades ganz umgehen 
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läSBt, und für welche daher die weitere Theorie der algebraischen Integrale 
eine besonders einfache Grestalt erhalte^ würde. 

Es ist in §.21 bei Bestimmung der Anzahl der Wurzelfunctioneii 
vierten Grades stillschweigend die Voraussetzung gemacht, dass von den 
Functionen 



(1.) ^^ ( Pdu,. - \pduu - i ©,) 



keine identisch verschwindet. Untersuchen wir nun, was in dieser Voraus- 
setzung enthalten ist, und was eintritt, wenn dieselbe nicht erfüllt ist. 

Nach §. 10, IV. ist diese Voraussetzung dann, und nur dann, nicht 
erfüllt, wenn sich ein Punkt ri bestimmen lässt, welcher der Congruenz 
genügt : 

(2.) (J( \pdu, ^pdu, +f'du, +/'du,)) = (- i CO, , - > ö), , - 1 CD3), 

£ Cf) Cg') C?') 

welche durch Multiplication mit 4 übergeht in: 

(3.) ^^(^/'du, + 2/' du, + 2f' du, + 4/X)) ^ (0, 0, 0). 
cf») cOO c(") cC") 

Es muss also eine rationale Function a existiren, welche unendlich gross 
in der vierten Ordnung wird in den Punkten cf\ ej"^ c^'^\ unendlich klein 
in der zweiten Ordnung in y, in der vierten Ordnung in tj und in der 

sechsten Ordnung in e. Ist nun Yq die Abelsche Function deren 0-Punkte 

*, y sind, y^V^j die Wurzelfunction zweiter Ordnung, die in /, cf'\ cf\ cf^ 
verschwindet, und bestimmen wir eine Function (p, die unendlich klein in 
der zweiten Ordnung wird in dem Punkt 77, so ist 



a' = '^' 



^0 

eine rationale Function, die mit a sämmtliche Unendlichkeitspunkte und 
sämmtliche 0-Punkte bis auf zwei, nämlich die zwei von 17 verschiedenen 
0-Punkte von (p gemeinschaftlich hat, und demnach würde o\& nur in je 
zwei Punkten Null und unendlich, wenn es nicht constant, also a mit (f 
bis auf einen constanten Factor identisch wäre. Da ersteres nicht möglich 
ist, so müssen die vier 0-Punkte von (p mit dem Punkt 77 zusammenfallen. 
Es muss also der Punkt 77 ein solcher sein, in dem eine Function 9 un- 
endlich klein von der vierten Ordnung wird. Unser Ausnahmefall tritt also 

19» 
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dann, und nur danii ein, wenn eine Äbelsche Function, die wir mit ^p be- 
zeichnen wollen, die Eigenschaft hat, dass ihre beiden O-Punkte zusammen- 
fallen, oder geometrisch, wenn die der Theorie zu Grunde liegende Curve 
vierter Ordnung eine vierpunktig berührende Tangente besitzt. 

Auch die Umkehrung hiervon ist richtig, denn nehmen wir an, es 

existire eine solche Äbelsche Function ]/p mit zusammenfallenden 0-Punkten rj 
und bestimmen wir eine Wurzelfunction zweiter Ordnung ]^*F mit der Cha- 
rakteristik (]/V^^ = (yp) und den 0-Punkten /, c^, C2, C3, so ist die Function 

rational und wird unendlich klein, resp. unendlich gross in den Punkten 

^ ^ fy 7, n^ V, 

^(") /.(«O ^00 cor 

Es ist daher nach dem Abelschen Theorem 
(4.) (j( /X +fdu, +fdu, +/'du, +fdu, +/'du,)) = (0, 0, 0), 

cV») c<;0 cO') c, c, c, 

femer nach §.17: 

(5.) (l(/^'du,+f^'du,+/\u,)) = U®i,iö^2,iö>3), 

c<^) c(") cCf^) 

wenn 

und aus (4.), (5.) folgt: 

(6.) (^l(2/'du, + 2fUu, + 2fUu,+/'du,;)) = (iö>„ iö>„ iö>3), 

cOO c(") cf') i 

woraus durch Division mit 2 eine Congruenz von der Form (2.) hervor- 
geht; aber das dabei auftretende System (icöi, ^©2, i«>3) wird ein ganz be- 
stimmtes sein. Daraus folgt, dass die Ausnahme unter den hier gemachten 
Voraussetzungen nur eine bestimmte Wurzelfunction vierten Grades in einem 

bestimmten System betrifft, dessen Charakteristik (pi) + {yq) = i^p) ist. 
Kommt mehr als eine Äbelsche Function vor, deren O-Punkte zusammen- 
fallen, so enthalten mehrere Systeme je eine Function welche eine Aus- 
nahme bildet. 
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Es lägst »ich nun in nndenn Fall nach §. 10, VI. die Congruenz 

£ CC") C<«) C("> 

in der Weise befriedigen, dass von den drei Punkten Ci, Ca, C, einer be- 
liebig angenommen werden kann. Es sind dann die Punkte C^, Cj, C^ 
0-Punkte einer Function y, welche, wie leicht zu sehen ihren vierten 0-Punkt 

in dem 0-Punkt ij der Function ^p hat. Denn es folgt aus der Con- 
gruenz (7.): 

i^i^lf''du, + 2f"'du, + 2f"^ = (0,0,0), 

c(Ji) cC'O c(,") V 

woraus, wenn man das Abekche Theorem auf die Function ^ anwendet, 

unsere Behauptung als richtig erkannt wird. 

Solche Punkte Ci, Cj, C^ können die 0-Punkte einer Wurzelfunction 

vierten Grades des Systems (yp) sein, so dass Eine Function dieses Systems 
unbestimmt wird. 

Um dies auf algebraischem Wege nachzuweisen, nehmen wir an, 

es seien |/pi, ip2^ ip^ drei Abelsche Functionen, welche der Bedingung 
genügen : 

iyppi) = (^P2Pi\ 

zwischen diesen besteht eine Gleichung von der Form: 



V8.) 2^ppip2Pi = /; 

wenn f eine homogene Function zweiten Grades, etwa von pi, p^, p^ ist 
/ = stellt daher einen Kegelschnitt dar, der nach unseren Voraussetzungen 
von der geraden Linie p = im Punkte rj berührt wird. Es kann daher. 
f auf unendlich viele verschiedene Arten in die Form gesetzt werden: 

(9.) f = s'-^rp, 

wenn s = die Gleichung einer beliebigen geraden Linie ist , die durch 
den Punkt tj geht , und r = die Gleichung der Tangente von / = in 
dem zweiten Schnittpunkt dieses Kegelschnitts mit der Linie * = 0. 
Aus (8.) und (9.) folgt nun die Gleichung: 



(10.) >>(r)/p + 2i/p,p,p3) = s\ 
woraus man ersieht, dass die Function: 



(IL) ^i2 = r^p + 2^p,p,p. 
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in den drei von t] verBchiedenen O-Punkten von s unendlich klein in der 
zweiten Ordnung wird, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Die Gleichung 

S2 = (r^p + 2 ^PiP^p^y = r'p + 2r («' - rp) + 4tpi p^p^ = 

stellt eine Curve dritter Ordnung dar, welche die gegebene Curve vierter 
Ordnung dreimal vierpunktig berührt. Wir haben hier eine ganze Schaar 
solcher Curven, und es lässt sich eine Curve der Art mit Einem beliebig ge* 
gebenen 0-Punkt bestimmen. 

In diesem Fall kann man leicht die ttbrigen Functionen yi2 des 

Systems (y)i) sammt ihren zweiten Charakteristiken bestimmen. Zu dem 
Ende suchen wir die 0-Punkte der Function 



»(/'du,-^^f du,^iiB,-^ip,), 



wo ipi, i/i2, Ips ein System zusammengehöriger halber Perioden mit be- 
liebig gegebener Charakteristik (p) bedeutet. Die 0-Punkte dieser Function 

4 

sind zugleich die 0-Punkte einer Function |/i2 mit der ersten Charakteristik 

{)fp) und der zweiten Charakteristik (p). Wir bezeichnen dieselben mit 
Cj, Ca, C,. Sie genügen der Congruenz 

(12.) (l(h/'dH,+iai,+ip,)) = (*(/'■''«*+/''''«*+/''*'»)) 

e dp c("> cW 

Sind nnn y, Ci, e^, Cj die 0-Punkte einer Function }/V, mit der Cha- 
r&kteristik 

80 ist (nach §. 17) 

c(") cf> 4") 

und demnach geht (12.) über in 

(1(1/''".+ i».)) - (;(/-*"+/'*"+/"'''•')). 

« «1 fj <■! 

oder endlich mit Hülfe von (2.) in 

(13.) (jcy'rf«* +/*''«* +/''"* +7"^*'*'* t/'^'''"* +/''''«*)) — (®' ^' ^)- 

<f> cTO c(") c, c. c. 
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Ist nun y^y eine Wurzelfunction zweiter Ordnung, welche im Punkt t} ver- 
schwindet, deren Charakteristik 



ist, so ist 

a = ^ ^ 

eine rationale Function, welche unendlich gross in der ersten Ordnung wird 
in Ci, C2, C3, cj"\ ci*^\ cf\ unendlich klein in 17, e, e und die daher wegen 
der Congruenz (13.) ausserdem noch in C,, Cj, C3 verschwinden muss. 

Diese sind daher die drei von 77 verschiedenen 0-Punkte der Function ^V. 
Wenn nun Wp^') = {p) + {'^p) ungerade ist, und die zu dieser Cha- 
rakteristik gehörige Abelsche Function mit )// bezeichnet wird, so zerfällt 
y?P' in ^t ip und man erhält 

^S2^t\% ^n = yj yp. 



Ist dagegen Vp*^' = (p) + (>{p) gerade, so wird ^V nicht zerfallen, und 

wir haben in diesem Falle ]/V nach §. 18. zu bilden. Es ist dann zu 
setzen : 

also: 

Wir können die Gleichung der entsprechenden dreimal vierpunktig berühren- 
den Curve dritter Ordnung leicht auf folgende Art bilden : Ist * = die 
Gleichung der gegebenen Curve vierter Ordnung, so ist 

?P''~ Ä * = 0, 

mit der unbestimmten Constanten l eine Curve vierter Ordnung welche 
die Curve * = in vier Punkten vierpunktig berührt , unter denen der 
Berührungspunkt der geraden Linie p = ist. Bestimmt man daher l so, 
dass y^'^— A4> in einem beliebigen von rj verschiedenen Punkt der Linie 
/i = verschwindet, so wird diese Function durch p theilbar, und das Er- 
gebniss der Division ist die gesuchte Function 12. 

Für unsere Zwecke ist es aber nicht erforderlich, diese Functionen 
£2 wirklich zu bilden, sondern, da es überall nur auf die Verhältnisse der 
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4 4 

Functionen }/i2 ankommt, so werden wir durchweg mit den Functionen }/ ¥^' 

4-- 4_ 

ausreichen, und wir brauchen die Functionen ^il des Systems (|/p) gar 
nicht in die Theorie einzuführen. Hiemach nimmt besonders die Lösung 
des Umkehrproblems eine \ael einfachere Gestalt an als im allgemeinen Fall. 
Die Resultate sind zwar als SpecialföUe in unserer allgemeinen 
Theorie enthalten, es wäre aber nicht ohne Interesse, die wesentlich ein- 
fachere Theorie dieses besonderen Falles unabhängig zu entwickeln. Noch 
grössere Vereinfachungen ergeben sich, wenn mehrere der Abelschen Func- 
tionen zusammenfallende 0-Punkte haben. 



ly. Abschnitt. 

Lösung der Fundamentalprobleiiie. 

§. 24. Das Riemannsche Problem. 

Wir sind nunmelir im Besitz der Mittel, um die in §. 9 aufge- 
stellten Fundamentalprobleme in den einfachsten Fällen vollständig zu lösen. 
Wir wenden uns zunächst zu dem ersten der beiden dort aufgestellten Pro- 
bleme, nämlich zur algebraischen Darstellung sechsfach periodischer Func- 
tionen, beschränken uns aber dabei auf den einfachsten Fall, nämlich auf 
die sechsfach periodischen Functionen zweiter Ordnung in dem wir mit den 
Wurzelfunctionen zweiten Grades vollständig ausreichen. 

Wir gehen aus von einer beliebigen Abelschen Function \fq mit den 
beiden 0-Punkten f, y und einer Wurzelfunction zweiter Ordnung und zwei- 
ten Grades ]/^, mit einstweilen noch unbestimmter Charakteristik (v^**), 
deren willkürlichen 0-Punkt wir mit den Punkt y zusammenfallen lassen. 
Die drei ttbrigen 0-Punkte dieser Function seien Cj, Cj, C3, so dass (nach 
§. 12 und 18) die Function 

€ 

in den Punkten Cj, c,, c^ verschwindet, wenn 



Es seien nun tji, ?/2? ^h ^rei beliebig gegebene Punkte der Fläche T 
und es werde gesetzt: 

Weber, Abelsche Functionen. 20 
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Bedeutet nun (©') eine beliebige andere Charakteristik, so ist der Quotient 



(2.) 



*|o'l( Pduu-V)^ 



€ 



die Quadratwurzel aus einer rationalen Function von s, ä die in den Punkten 
^n V'i't V^ Tinendlich klein in der ersten Ordnung wird, und an den Quer- 
schnitten der Fläche T ein durch die Charakteristik ((ö)-t-((ö') bestimmtes 
Factorensystem ±1 annimmt. 

Jede andere Function von ^, welche diese beiden Eigenschaften mit 
dieser gemein hat, muss bis auf einen constanten (d. h. von ^ unabhängigen) 
Factor mit derselben identisch sein, da der Quotient zweier solcher Func- 
tionen eine rationale Function von s und z wäre, welche nur in drei, aber 
beliebigen, Punkten unendlich gross von der ersten Ordnung würde. Eine 
solche Function muss aber eine Constante sein. (§. 8). 

Wir haben daher zunächst die Aufgabe, solche Functionen alge- 
braisch darzustellen, und dazu dienen uns die Wurzelfunctionen zweiten 
Grades und dritter Ordnung. 

In der That: sind }//, ^/J ii'gend zwei solche Functionen, deren 
Charakteristiken der Bedingung genügen: 

(ß)+{}/7) = (ö))+(ö)'\ 

so erhält der Quotient 

(3.) ß 

an den Querschnitten dasselbe Factorensystem wie die Function (2.). Be- 
stimmen wir nun die drei willkürlichen 0-Punkte der Function ]fx so dass 
sie mit den Punkten ??i, t;,, tj^ zusammenfallen, so verschwindet dieselbe 
noch in drei weiteren, durch diese bestimmten Punkten ^i , ^2 ? ta ? in welchen 

auch die Function ^yj verschwinden muss. Ist diese letztere Function dem- 
gemäss bestimmt, so wird (2.) und (3.) bis auf einen constanten Factor 
übereinstimmen, und die weitere Aufgabe ist, diesen Factor in seiner Ab- 
hängigkeit von den Punkten %^ tj,, rj^ zu ermitteln. 

Wir werden den hier angedeuteten Gedankengang in seiner weiteren 
Ausführung etwas modificiren, indem wir statt von den Punkten i^j, rjij rj^ 

von den gemeinschaftlichen 0-Punkten der Functionen y;f, ^x'i ^u C27 ^3 
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ausgehen. Diese letzteren Punkte nämlich sind ebenso willkürlich als die 
ersten; jedes der beiden Systeme ist durch das andere bestimmt 

Wir bezeichnen der Deutlichkeit halber eine Wurzelfunction zweiten 



Grades und dritter Ordnung mit der Charakteristik (&) durch -^Xq,) und be- 
stimmen die Constanten einer jeden solchen Function so, dass sie in den 
drei beliebigen Punkten ^,, Cj, ^3 verschwindet. Wir erhalten nach §.19 
verschiedene Darstellungen dieser Functionen je nachdem (ä) gerade oder 
ungerade ist. Im ersteren Fall nehmen wii- drei Paare von Abelschen 
Functionen einer Gruppe an: 



{i^i^i) = {]X2l,) = (v^a^ila). 



SO dass 



Bezeichnen dann 



^\l ^1i ^37 ^M ^27 S3 7 



^(1) ^(0 ^n) t(i) £(1) t(i) 

Xj 7 •»'•^ 7 ««'S 7 ?1 7 »2 7 ^3 7 

^(2) ^.(2) ^(2) &(2) t(2) fc(2) 

O/l 7 •*'0 , 0/3 , §1 7 ^2 7 ^3 7 

^(3) ^(3) (3) t(3) £(3) fc(3) 

Xj , U't 7 •i'3 j bi 7 b2 7 »3 

die Weilhe, welche die Functionen x^^ x-i^ x^^ li, »^27 ^3 iu den Punkten 
X>» ?i7 ^27 Qz annehmen, so können wir setzen: 

)^a:ia;2^3 7 \X\^i^ii i^i^i^zi i^i^^x^ 



(4.) I^Zco = 



ix\'^x\''xi'\ ix^P^^y§\'\ ]^|{^>4'^ir\ }/|{^>4TM'^' 



|/(rP>a-r>a:F7 ]/^P^^f^^'\ l'^r^a^f^$J^\ fi?'^?^x^'^ 



J,r,0) ^(-5)^3) / (3) ^(3) L-(3) .rci^) ^i^) S^^) i/&(3) v:(3)^{3) 
^Xi Xi •*' 3 7 I a-i §2 »3 7 r^l ^ »3 7 1^1 ^^ '*'3 

Ist dagegen {^k) ungerade = {\xi ) so entnehmen wir aus einer beliebigen 
Gruppe, welche {\Xi) enthält, die drei Paare 



und können dann für \'x^t,) eine der beiden folgenden Darstellungen wählen: 



1^ 



(5.) \X(k) 



^j1^^J7 ^2]'J^\i a:3}/X|, i^xX2^2 



x^^^\x^^\ x^^^ix['\ xi'^^^x^^\ ii['^x\'^i^' 



x?^ix?\ x^'M'\ 4'^]/a;P, i^['^x?^^^^ 



^(3), .«.(3) ^(3),/^(3) ^(3),V(3) 1/^(3)^(3) t(3) 

20* 



156 



(6-) ^X(i) = 



Xi-^Xi, y'^iajjlj, Xj^Xi, yiiajjfa 



4'^M'\ yl{'^a:^'^s1'^ ^i'^vx 



x?Wx?\ yiP^4'^^.'N a:fV* 



4'V^i'\ l^bf^a;^''^'', a^fV* 



•\ >/li'>4'>IJ'> 



'\ ]/ip>xr>§r> 



'\ l/r.^^4''l?^ 



Es ist noch za bemerken, dass diese Fanctionen bis auf das Vorzeichen 
völlig bestimmt sind, denn die Function (4.) wird rational dnrch Multi- 
plication mit 

r «A/j «4/2 «^3 •*'l M'j "'^S *^1 iK2 *''3 ^''l *'^2 *''3 * 

Die Functionen (5.), (6,) durch Multiplication mit 



l/'T iT^^^ fT^^) ir(^> 

auch können diese Functionen durch Quadriren rational gemacht werden. 
Ist sonach 

(*)+(*') = (ö>) + (ö)'), 

so ergiebt sich nach dem Obigen die Formel: 



^fc*-) 



^i«3'!(y^w,-frA) 



wo hinsichtlich A^ zunächst nur die Unabhängigkeit von ^ feststeht Es 
wird sich aber alsbald zeigen, dass Ai nicht von ^i, ^2? ^3? also auch nicht 
von ?y,, 7/2, ^3 abhängen kann. 

Es lässt sich nämlich mit Hülfe des Abelschen Theorems die For- 
mel (7.) in einer merkwürdigen Weise transformiren. Betrachten wir zu 

diesem Zweck die Function -^qW als eine Wurzelf unction zweiten Grades 
und dritter Ordnung so ist nach §.17 p. 114: 

(8.) i^t^f'^'dUf,'\'J^'^'du^+J^'^'dUf,+J 

<^i Ci cj y e Y 

wenn ^/?,, ^/?2j ip ein System zusammengehöriger halber Perioden be- 
deutet, dessen Cliarakteristik bestimmt ist durch 



woraus folgt: 



(9.) (ft) = (s)) + (p), (&') = (©') + ip). 
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Setzen wir daher 

f 10.) (»1 , ©2 , rj) = (*(y <*"* -^Jd^h +Jdu^ +y V«a)) , 
so folgt ans (8.): 

und die Formel (7.) geht über in folgende: 



(11.) A^^^ fiiy"'"%\ 



worin A sich von ^i nur durch eine Potenz von i unterscheidet, die nach 
der Formel (6.) §. 2 leicht bestimmt wird, auf die es aber nicht ankommt 
Es genügt zu wissen, dass A, so wie A^ von ^ unabhängig ist. 

Nun ist aber das Quadrat des Quotienten auf der rechten Seite von 
(11.) eine symmetrische Function von t^ ^,, ^2, ^3 das gleiche gilt von dem 

Quadrat der Function t/^^ und muss daher auch von A^ gelten. Da aber 

A von X> unabhängig ist, so folgt hieraus, dass es auch von ^i, ^2, ^3 nicht 
abhängen kanil und mithin durch die Moduln ausdrückbar sein muss. 

Die Formel (11.) hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass in ihr 
jede Spur der Punkte iji, ^2, % verschwunden ist, an deren Stelle die voll- 
kommen willkürlichen Punkte ^, ^j, ^2, ^3 getreten sind. Betrachten wir 
die Grössen ri, rj, v^ als beliebig gegeben, und die Punkte ^, ^1, ^2,^3 
vermöge der Congruenz (10.) von diesen abhängig, so ist einer dieser Punkte 
noch willkürlich, und wir können ihn etwa mit der ihm in (10.) entsprechen« 
den unteren Grenze zusammenfallen lassen. Wir ziehen es aber vor, der 
Symmetrie halber die vier Punkte unbestimmt zu lassen. 

Weiter ist noch aus der Formel (11.) der Einfluss der Function y !F- 
also der Punkte c, , C2 , C3 weggefallen und endlich können statt der unteren 
Grenzpunkte €, y^ ^^ 7 irgend vier 0-Punkte einer Function ify also beispiels- 
weise auch die 0-Punkte einer beliebigen anderen Abelschen Function ge- 
setzt werden, denn dadurch ändern sich die Grössen <?i, <?2, «>3 höchstens 
um ein System zusammengehöriger Perioden, was in der Formel (11.) nichts 
ändert. Es ist also in dieser Formel eine sehr elegante Lösung des Rie- 
mannschen Problems enthalten, wenn es uns noch gelingt, die Constante A 
durch die Moduln darzustellen. 

Wir bereiten die Lösung dieser Aufgabe durch folgende Betrachtungen 
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vor: Man zerlege (Ar) + (Ä') in irgend einer Weise in zwei ungerade Cha- 
rakteristiken : 

und lasse ^x^, ^x^ die zu den Charakteristiken (}/xi), (j^aj») geliörigen 
Abdachen Functionen bedeuten. Verschwinden diese dann in den Punkten 
«1, /i resp. «2, /j, so hat man nach §.17 

€ V 

wenn jpi*^ ipl'^ zwei Systeme zusammengehöriger halber Perioden be- 
deuten, deren Charakteristiken bestimmt sind durch 

woraus folgt: 

f (*)+(p^'») = (Ä') + (p<'>). 

Man lasse nun in der Formel (11.) die Punkte ^2, Ca einmal mit €,, y^, 
dann mit £2, ^2 zusammenfallen und bezeichne die dadurch sich ergebenden 

Ausdrücke für die Functionen }%,^ und |//(^,) mit }^x[l], ^x[^y] }^Xv], >^^V 
Femer setze man zur Abkürzung: 

wodurch man aus (11.) die beiden Formeln erhält: 



(13) )^l^'Kr.+ipr^)" ^x^ 

^m(v!,±Ml = 4iAy>. 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so ergiebt sich 
durch Anwendung der Formel (6.) §. 6 



(14.) e-'*'-^^"^'"'^"^'"^ = A^^44 



X{k')Xik') 



wenn: 



t • I 



(*)=(;;;:;:), (*^ =(;.;;■;•> 
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wodurch A* eindeutig bestimmt ist. Die auf der rechten Seite von (14.) 
stehende Function muss sich demnach auf eine Constante reduciren, deren 
Werth zu ermitteln ist. Behufs der DurchfÜhning der Rechnung ist es 
nothwendig, drei Fälle zu unterscheiden: 

I. Die Charakteristiken (ä), (/cQ sind beide gerade. 
Zerlegen wir zunächst in beliebiger Art: 

(*) + (*') = (|/^) 4- (|/^), 
und betrachten die Gnippe {k) + {}fxi). Da diese Gruppe in ihren Paaren 

weder {^Xi) noch {}^X2) enthalten kann, (weil (ä) und {k) + (yxi) + {'^X:i) = (*') 
gerade sind), so müssen (nach §. 3, I) die beiden Gnippen (*) + (*') und 

{k) + {}fxi) zu denen gehören, welche vier Charakteristiken gemein haben, 
von denen je -zwei in jeder Gruppe gepaart sind. Es giebt demnach eine 
Zerlegung von folgender Form: 

(ft) + (*^) = (i '^) + (]/^) = (i/yT) + (>/^) = (|/^) + (^^), 
(*) + (M) = (^^yö + (]/äO = (i/y7) + (>/^), 

woraus sofort folgt: 



und femer: 



(*) + (M) = (*') + (M) = (i/»i) + W^2) = (]^y,) + (>/äO, 



(k) = (yx,y,z^) = (}^Xiy2&2) = {ix2yiZ2) = iix^y^^&i)^ 



(&') == {^^x^y^Zi) = (}/a:2y2«2) = {^x^y^T^^) = {ix^ y^z,), 

worin ya?i, y^j, yjd, ^y^^ }/«!, )/ä2 Äbelsche Functionen sind, deren Cha- 
rakteristiken aus der Tafel I. entnommen werden können. 

Dem zufolge setzen wir, indem wir wieder die Werthe von Functio- 
nen ftlr die Punkte tu ^2, ts durch obere Indices bezeichnen: 



VAik) 



(15.) 



ix^y.Zx^ }'a?iy2«2, ix^yiZ^, ix^y^Zi 



i^'^y^, ]/^{VM^^ ix^^y[''^^'\ ix[''y\''z'^' 
y^ FyF^ \ ix ?^y?Hf\ i^W^\ i^'WW^ 
ix?^y[^H^^\ i^'y^'^, ii^S'i\ WWW' 



^'XQ.') 



j/x^yoÄj, i/x,yiÄ,, ix^y^Zi^ ix^y^Z2 



M'y'P^i'\ y^W^\ i^''y^'\ M^y'Pz^^' 
i^'y?^ M''y'P^?\ M'^W^?', i^^^f^' 

Wy^z^\ ixf^WW\ ixf^y?W[\ ^^xfWW' 
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Setzen wir nun für ^2, ^3 einmal «i, y, , dann fj, y?? so wird im 
ersten Fall x[^^ = a?P^ = 0, im andern x?^ = x^^^ = 0, und es ergiebt sich : 

i/S =. Vy^ V yV^ ^ "- Vyj >'gM^ ft^^^ ]^^M^> - }W^'' ]^'W^ ~\ 
^ x^^) }fy:^]}fy['^^[''-fy.^Jy\M'^ Uy?'^Pfy?^'-^y?^^?'^^^^^ 

woraus zunächst hervorgeht, dass, wie es sein muss, das Produet dieser 
beiden Functionen constant ist. 



Nun besteht zwischen den Functionen }/xi, yx2j yy^ }-y2^ V^i- >'«2 
eine Gleichung von der Fonu: 



(17.) hi]^XiX2 + lh]^yty2 + fh}'ZiZ2 = 0, 

worin Äi, Ä2, A3 Constanten sind, welche nach der Methode p. 102 leicht 
bestimmt werden, auf die es aber hier nicht ankommt, da sich dieselben 
fortheben. Setzt man in (17.) o?! = oder a?2 = so erhält man die beiden 
Gleichungen : 

(180 A^yP>»?^ = A^^P>^r>; hiy?'yi'' = I^^?H?\ 

Gleichungen, welche gültig sind für ^2, ^3 = ^1, J^i und C2, ^3 = ^2, ^2. 
Mit Anwendung dieser Formeln folgt nun: 



/iQ^ \}fyWW'}/y?'^?'-}^y?'^?'yy?^^?' ^ Jy?'y?' y?^^?^-y? ^^?^ cruihV flir ^^'^ = *^'^« 

Wir bilden daher jetzt die Gleichungen 

lZ2 — a2yi+b2y2 + C2Xi = a2yi + 02y2+C2X2^ 

was leicht durch Elimination geschieht, so dass die Coefficienten a,, 6,, Cj, 
«2, 627 ^2, a'i, 61, c'n ai, 627 ci* bekannte rationale Functionen der Classen- 
moduln sind. Und hieraus erffiebt sich 



(21.) 



yW3m-yC')3(3) 






»2» ^.» ~ 



< 






ferner aus (18.) und (20.) 

für Xi = : h]yiy2-hl{aiyi + biy2){aiyi + b ^2) = 0, 
für a?2 = : A29192 - A3 («i ^i + b'i y^) (ai^i + 62 y ) = 0, 

als zwei quadratische Gleichungen, deren Wurzeln die Werthe von ^ für 
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die Punkte «,, y, resp. e^, 7, liefern, woraus: 



(22.) 



y\''y?^ 












&', 6; 



»4»>»t 



^^'Yi 



a. a 



' 1 



I ^t 



und wenn man (19.), (21.)? (22.) in (16.) substituirt : 






wonach sich ans (14.) ergiebt: 

(23.) 



4* ^ (_l*)-i(/'»''+>'^')_?L^L?l.. 

Eine kleine Modification erfordert die Rechnung, wenn zwischen 
y,, ^2? ^1 oder zwischen yi, yj, ar^ eine homogene lineare Gleichung be- 
steht, oder wenn beides zugleich stattfindet. Im ersten Fall wird für 

X>ii ^3 = *M yi'^= o)? wodurch sich die rechte Seite von (19.) sofort 

auf 1 reducirt. Man erhält also, wenn yi, tji^ Xi nicht linear unab- 
hängig sind: 

(23») A' = (-l)^(-'+»'/'') *X, 



I ^t 



und wenn ausserdem zwischen y,, y^, x^ eine lineare homogene Gleichung 

besteht : 

(23**) A' = (-l)-^X-'+»70. 

Es lässt sich aber auch die Constaute A in völlig eindeutiger Weise durch 
^-Functionen ausdriicken, was man auf folgende Weise erreicht: 

Man lasse in der ersten Gleichung (13.) die Punkte ^, ^i zusammen- 
fallen mit «1, y,, wodurch 

wird. Weiter ergiebt sich unter der gleichen Voraussetzung aus der ersten 
Gleichung (16.) 



X(k") 



= 1. 



9.f.i ^fi,Yi 



woraus folgt: 



(24-^ ^=^rl/(-'^'-''''ij^^ 



eine Formel, durch welche eine schon oben (§. 16) berührte und theilweise 
gelöste Aufgabe vollständig erledigt ist, nämlich die, flir die sämmtlichen 

Weber, Abelsohe Functionen. 21 
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Constanten ötd. algebraische Ausdilicke zu finden. Es ist leicht, auf diesem 

Wege die Formeln des §. 16 wieder herzuleiten, wenn man sich der 
Gleichungen p. 95 bedient. Wir heben einen merkwürdigen besonderen 
Fall der Formel (24.) hervor, der dann eintritt, wenn zwischen a?!, y,, yj 
und 0^2, yi, ^2 je eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten 
besteht : 

Die Mehrdeutigkeit der vierten Wurzeln, welche hier auftreten, lässt sich 
auf algebraischem Wege nicht beseitigen; es ist aber diese vierte Wurzel 
eben durch die Formel (24.) eindeutig bestimmt, wenn man die ^-Moduln 
als bekannt voraussetzt. Dieser Umstand tritt genau in derselben Weise 
in der Theorie der elliptischen Functionen auf, wo auch durch eindeutige 
Ausdrücke die vierte Wurzel aus dem Quadrat des ]V[oduls dargestellt ist 
(Jacobi Fundamenta nova p. 184.) 

Damit haben wir für diesen Fall eine sehr elegante Lösung des 
Riemannschen Problems gewonnen, welche in der Gleichung enthalten ist: 



wodurch die algebraische Function y^^ als eindeutige, stetige, sechsfach 

periodische Function der unabhängigen Veränderlichen t?i, Cj, t^ dargestellt 

ist, als Analogon zu den Jacobischen Darstellungen der elliptischen Func- 

cos am 11 
tionen cos am w, ^ am w, -^ (Fundamenta nova p. 183.) 

IL Die Charakteristiken (/r), (hf) sind beide ungerade. 
Es sei jetzt {k) = (}/ai), (&') = (y^^) und . 



(25.) i}/x,x,) = {yy,y,} = (y/z,z,) = (*) + (&'), 

wo }^Xij }^X2j j/t/i, yy?, '^^n )/ä2 Abelsche Functionen bedeuten. Aus 
(25.) folgt: 

(26.) - 

( (1/Ä2) = (v'a?i x,«i) = [^'ylyiZi). 

Da femer nach §. 3 I. die drei Gruppen 



i 
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i^'xiXt) = (,]'y,yt) = d'sia»), 



(l'«ci9i) = (l'a^y2), 



{}'x^y:,) = {,yahy^) 



nur vier Charakteristiken gemein haben, so müssen (j/x,y, a,), (/xiSfiaa) 
fferade sein. Wir setzen 



(27.) 



(]''a?i»i»i) = (*) +(l''«iyi) = (*i), 



! d'ajiy.»») = (ft')+(/«iyi) = (*'■)• 



Ueber die Functionen ]'xn) , V'pfct ) können wh- in diesem Fall folgende An- 
nahme machen: 



(28.) )'xw = 



a;il^2i, yiAn l'iCiarj»«, ^yiyi^'. 






(29.) Vxc*-) = 



aJ||/»2, J^i^aj, ya:ia?j»i, }''»ijriiai 



xV'M\ y\''M\ M'M'*a{'>, i/y{'>yl'^a|'^ 



a^P^M^', y?'M\ M'4'>z?\ yy?'y?'i?^ 



x?U'^'\ y?'M\ MM''z?\ i/yP>yJ^)ai'> 



und dies haben wir in die Formel (11.) zu setzen: 



Wir lassen nun Behufs der Bestimmung der Constanten A die Punkte 
^, ?, mit den 0-Punkten «', / von i'x,, Cj» Sj mit den 0-Punkten e", y" 
von y^i zusammenfallen. Alsdann wird 

(«,,«,,»3) SE^ (iPi,4pj»i/»3)» 
wenn ^/>a ein System zusammengehöriger halber Perioden mit der Cha- 
rakteristik 

(p) = (v'aJiyi) 
bedeutet, und es folgt aus (30.): 



(31.) e ^A^.l ^ 



21* 
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■wenn 



I ' 



Haben wir nun die Gleichung 

(32.) AVaJiaJj+A'Vyiyj+V'Si^j = 0, 
so ist für «', y' , 

(32«) A''"9,j^, = a,»„ 
und für «", y" 

(32*) Ä j^iO^j = ^1^2 9 

mit deren Hülfe der Factor von A auf der rechten Seite von (32.) sich 
schreiben lässt: 



i 



Ä,»0)-50)3(3) y^aj(l)-a^y(l) a;(2):,(3) _ ^(3)^(2) 



^»;!.t,».;3-*',y',f",y' 



Bilden wir nun die Gleichungen 

y, = «1^1 + 02*2+030:1 = »1*1 + 0^2+03^:2, 
^2 = 6iÄi + 62«2+ 63^1 = 6ij8i + 62Ä2 4-6ia?2, 



(33.) 



so ergiebt sich aus (32«), (32*): 



(1) 



2 2 



»,2(0 



C, & = «'.)'' 






5(0 S(3) 



&.& = *"./" 



«1«. 

«,«'. 



und unmittelbar aus (33.): 






a. 



gP)a(3)_j.(3)aP) 

a;W3(3) _ a;(3)5(0 



i.ta = f".y' 






und sonach erhält man aus (31.) 



(34.) r^'"-"^"-'"^|M = ^fi/|4. 

Auch . hier ergeben sich Vereinfachungen , wenn zwischen Xy^ äi , «2 oder 
zwischen yi, js, , «o (beides zugleich ist nicht möglich) eine lineare homo- 
gene Relation besteht. Im ersteren Fall nämlich wird 



/; 



und wenn wir setzen: 






a?i = Oi^i + OiÄi, 
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80 folgt: 



(34*) e-'"'^-"'-'-'^, = AaI-^'^- 



Die Constante 



* •* kann nach der unter I. mitgetheilten Methode alge- 



&{k,\ 



hraisch bestimmt werden, so dass hierdurch für A* ein eindeutiger alge- 
braischer Ausdruck gewonnen ist Die Formel (30.) liefert endlich flir 



diesen Fall die gesuchte Darstellung: 



II. 



«>./^«; Xik) _ -~-^^niu^u')»\k\\ ^j/r}Cr„ t>„ Ü3) 



a. f b., a 



= e 



Diese Formeln haben in der Theorie der elliptischen Functionen kein 
Analogon, weil dort nur eine ungerade ^-Function existirt. 



III. Die Charakteristik (ä) ist ungerade, (&') gerade. 

Es sei jetzt (ä) = (^x) ungerade, (Ä') gerade. Wir suchen zunächst 
eine Zerlegung: 

(k') + {}/x) = (>/a?,a?2> == (1/^1^2) = (yÄi^O, 
und betrachten die beiden Gruppen: 



(1/^1 yO = (v'aJoyz); {yx,y2) = (]/a;2yi), 

von denen nach §. 3 eine die Charakteristik (\^x) enthalten muss. 
dies die erste dieser beiden Gruppen, so dass man hat: 



Es sei 



(y^i»i) = (M»2) = Wxy) 
woraus folgt: 

Da die Charakteristik (]:3,) in diesen beiden Gruppen nicht vorkommt, 
so sind 



(i'^y^i) -(*,), (ä')+(iVäi) = (*;) 



gerade. Nun setzen wir 



X}X, 



z,}x, vyxi^i, 



yy^iHi 



(35.) }%) - 



x^'^}'xy\ z['^l^x''\ yY'^x\'>y['\ ^y^'^x^'^y^/^ 



x^'^}/x''\ Äl'>>/aj<^>, )/y^'^x\'^y['\ ^y^'^x^yP 



x^'^yx^'\ ÄfVa:^^ yy'^xi'^y^^>, y y^'^ xi?> y^'^ 
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(36.) iXi^) = 



/«aciiCj, ixy^yi, ^yxitfj, y'yahy^ 



vV^xP>4'\ ix^''y'Pyk'\ iy'''x\'^y\'\ iy^'^xi^^^^ 



^a;(')irp)af\ ^l x^'' y'^' y\'\ \y'''x?^yk'\ iy''' ^'^ y'^' 



|/xWx{''xJ'>, >/!r<^>yP'yf\ it''x?'y?\ }'y''' xf^ y'^> 



,und haben nach (11.): 



(37.) Axl^- = 1/*^^^"-^. 

Zur Bestimmung der Constanten A lassen wir die Punkte ^, Cm C>; Ci ZQ~ 
sammenfallen mit den 0-Punkten «', y'; f", /' der Functionen }/ai, ^'y wo- 
durch die Argumente (e, , «2 , »j) der i^-Functionen tibergehen in ein System 
zusammengehöriger halber Perioden mit der Charakteristik 



(i'y 2.) = (&)+(*,) = (*') + (*;) 

und es ergiebt sich wie oben: 



(38.) e ^jjry - ^ 



Bestehen nun die Relationen 






(39.) 



]/a;ia?2+Ä}-yi92+AV«i«2 = Ö7 



so folgen daraus die beiden Gleichungen 



(40.) 



0^1X2 = h^yit/i, ftlr die Punkte «', /, 



«", y". 



wodurch der Factor von A auf der rechten Seite von (38.) übergeht in 



Jt^a:,iC»x(»)^.3J (ar, y('^ -xO),,)(x(»)y(3)_xWyP)) 



»> 



>»i« vs» <?! -- f'tY'*^ ' y 



Man leitet nun wieder durch Elimination Gleichungen von folgender Ge- 
stalt ab: 



(41.:) 



jfi = aiX^ + aiXi + a^Zi = aliCi + a2iC2 + aiy, 

X = «1 iPi ^ «2 a:2 + cfj y, 

«1 = ßiXi + ßi^i + ßiHj 
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woraus sich wie oben ergiebt 



V^a?c->a:(^) 



1 ""^i 



x,yW-x\'iy, 



<,• !>■ = «'. y' 






xO)a(3)_a;P)i5 ffl 



,5.3 = «".r • "» 



'»«.b» = <'%y' 



a 



und man erhält aus (38.) 



(42.) e- ^ "■""" ^"-"'^ ti?^l, = A ^.^^s^^- r/- «4*1 . 

Besteht, was hier der einzige zu berücksichtigende Ausnahmefall ist, zwischen 
X, , X2, 3, eine lineare homogene Relation, so hat man nur zu setzen: 



während alles Andere ungeändert bleibt. 

Hiernach erhalten wir die endliche Formel: 

"^' «,Ä-o,/?, F a,fc>; ;^(i., ^ ^lÄ,} *[*'}(»„ p„r,)' 



» ' .' 



(*)=(;;;:;:). (*•)=(;■;;;;). (^^) = (;•:::»":) 



*!*'. I 



Der Factor -^nr\ kann nach I. algebraisch dargestellt werden. Diese 



Formeln sind analog den Darstellungen von sinam«, tgamw. 



sm am ti 
JdLmu 



aus der 



Theorie der elliptischen Functionen, und damit ist unser Problem voll- 
standig gelöst. 

Die Formel III. gewährt noch einen weiteren Nutzen, auf den hier 
hingewiesen werden muss: Setzen wir die Normalintegrale erster Gattung 
in der Fonn an: 



u, 



ds 



S 



"'- I dF 



ds 



s 



so können wir, wie in §. 16 gezeigt, die Functionen 91, ^2, ^3 bis auf 
einen gemeinschaftlichen constanten Factor linear ausdrücken durch die 
Quadrate dreier Abelscher Functionen, wenn die Moduln der i?-Function 
als bekaimt vorausgesetzt werden. Die Formel III. liefert uns das Mittel, 
diesen noch fehlenden constanten Factor unter der gleichen Voraussetzung 
zu bestimmen. 
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Lassen wir nämlich in III. die Punkte ^,, ^2, ^3 zusammenfallen 
i^U Tf ^9 7 so wird 



^ 



Würden wir noch ^ mit « zusammenfallen lassen, so wilrden beide Seiten 
von III. verschwinden. Wenn wir aber III. in Bezug auf « differentiiren 
nnd dann % mit « zusammenfallen lassen, so entsteht eine richtige Gleichung. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist multiplicirt mit dem erwähnten 
Constanten Factor der drei Functionen </),, (/?2, ifz und es kann derselbe 
daraus bestimmt werden. 

Dies ist der einzige Punkt in unserer ganzen Theorie, wo wir nicht 
mehr allein mit Functionen rechnen können, die für alle rationalen Trans- 
formationen invariant sind, wo es also nöthig ist, irgend eine besondere 
Form der Gleichung F{b, a) = anzunehmen, denn dieser constante Factor 
ist nothwendig von dieser besonderen Form abhängig. Wir stellen daher 
hier auch keinen Ausdruck für denselben auf, da ein solcher einen viel 
specielleren Charakter haben würde als alle unsere bisherigen Formeln, 
und da für jeden besonderen Fall derselbe durch eine, im Prinzip wenigstens, 
einfache Rechnung erhalten werden kann. 

§.25. Die Wurzelfunctionen vierten Grades. 

Wk haben in den §§. 21, 22 gezeigt, wie die Wurzelfunctionen vierten 
Grades durch i?-Functionen und auf algebraischem Wege bestimmt werden 
können. Es blieb aber dabei noch eine Lücke hinsichtlich der voll- 
ständigen Bestimmung der Charakteristiken, welche wir jetzt auszuftillen 
im Stande sind. 

Es sollen in der Folge diese Functionen mit ii>l^^^) bezeichnet werden, 
wenn (cD) die erste, (/?) die zweite Charakteristik derselben ist. Wir gehen 
aus von einem System dieser Functionen mit ungerader erster Charakteristik 

(cD) und bezeichnen mit |/^ die zur Charakteristik (ö)) = (]/^) gehörige 
Abelsche Function, deren 0-Punkte «, y sind. In diesem einen System kann 
eine der zweiten Charakteristiken beliebig angenommen werden, und in 
§. 22 ist gezeigt, wie alsdann auf algebraischem Wege die sämmtlichen 
Functionen dieses Systems mit ihren zweiten Charakteristiken bestimmt 
werden können. Wir haben somit nach Formel (4.) §.21 (p. 134) 
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4 



wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 

(2.) {w^,n)2,fDz) = (\{J^^^^ä+iJ^'du,yj, 



worin die Functionen »^*ß[f^)7 l^^^o^^) algebraisch vollständig bestimmt sind 

4 

(Für l^*ß("\ kann eine beliebige der 64 Functionen des betreffenden Systems 

gesetzt werden). 

Zunächst handelt es sich um die Bestimmung der Constanten C^ wozu 
uns die Formeln des vorigen § dienen. Wir leiten die betreffenden Aus- 
drücke, gleich in einer etwas allgemeineren Fassung, direct aus jenen Re- 
sultaten her. Ist wie dort: 

« 

(3.) (t?,,f?2,t?3) = i^iij^^h+Jdu^-^-j'duu+J^ rfw^)) 
und bedeuten (A), (A') zwei beliebige Charakteristiken, so haben wir: 



(4.) ^l/^ = |lp^, 



worin A eine abgesehen vom Vorzeichen völlig bestimmte Constante ist. 



Nehmen wir nun die Function >^i2[*'-5 aus ihrem System beliebig an, 
und bezeichnen die 0-Punkte derselben, die man durch Auflösung einer 
cubischen Gleichung erhält, mit C,, C2, C^ so können wir in (4.) die Punkte 
^M ^25 ?3 mit diesen Punkten C, , Cj, C3 zusammenfallen lassen, wodurch 
sich ergiebt: 

(f?i , «2 , ©3) = (a( y du^ +J '''du, + p'du, -\rj ""'du,)) • 

« y V Y 

Da nun — /*_^ eine rationale Function ist, welche in den Punkten Ci, C2, C, 

unendlich kleni von der zweiten Ordnung, in «, ^^ unendlich gross von der 
dritten Ordnung wird, so haben wir nach dem Abekchen Theorem die Con- 
gruenz: 

(l{2/'^du, + 2/''du,+2p^^^ = (0,0,0), 

Y e \ € 

Weber, Abelsche Functionen. 22 
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oder durch Division mit 2: 

(5.) {}(^f'du,+f'du,+f'du:)) = (Ki/x+ip*))' 

Y f y 7 

worin 4^Pi, ^Pj? i^a ein System zusammengehöriger halber Perioden be- 
deutet, dem man durch passende Bestimmung des Integrationswegs /^rfii,. 

eine beliebige Charakteristik ertheilen kann. Wir wollen diese Cha- 
rakteristik = (|/qf) annehmen. Man erhält alsdann : 

(t?l,«2,<?3) = (M?l + iP|, ♦^2 + 1^2, «^3 + 1^3) 

und (4.) geht über in 



(6.) 






C„C.,C,= e.,c„cs *1 W + (l^g)l(t^p ^^, IT,) ' 



wobei ein constanter Factor, eine leicht zu bestimmende Potenz von i, in 
die Const^nte A mit eingerechnet ist, so dass A immer noch bis auf das 
Vorzeichen völlig bekannt ist. Es handelt sich also noch um die Be- 
stimmung der Function auf der linken Seite von (6.). 

Bedeuten j/^i, 1/^2, iqz drei Abelsche Functionen, deren Charakte- 
ristiken der Bedingung gentigen: 



i^9) = (]^9i92?3), 



so können wir nach §. 22 die Functionen }^S2%\ aufstellen in der Form: 



(.vq) 



worin die m^^ vollständig bekannte lineare und homogene Functionen etwa 
von gri, gr,? ?3 sind, und es ergiebt sich mit Rücksicht auf die Charakte- 
ristiken-Bestimmung §.21 flir ein gerades (ä): 



wenn: 



(Ä) = (|/a;,yiÄ,) = {^x^y2&2) = (V'a?2»ia2) = (V'ii?2y2»i), 
und für ein ungerades (A): 



wenn 



(Ä) = {^x) = i^x^x^y) = iiyxyiy), 
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I. 



worin die Constanten a, b nach §. 22 als völlig bekannt zu betrachten 
sind. Die Functionen auf der rechten Seite von (7.), (7'.) müssen nun bis 

auf constante Factoren mit den in (6.) vorkommenden Functionen ^lx(x) über- 
einstimmen, und es ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten ent- 
sprechender Glieder, wenn die Functionen -^Xik) in der Weise des vorigen 
§. dargestellt vorausgesetzt werden für gerade {k) 



(8.) ]//(.; = 



i 



ix[''y[''z>['\ ix[''y\''^'^\ ix['^y[''^'^' 



a. 






]'x'^'y?':^P, ]/x?'yl''^?' 



|/rr(')j,<^)af), ix?^y?^z,'^\ M^^^f^a^^ 






und für ungerade (ä) 



(8'.) ixm = 



y?']^''\ 



ix\'^x^^y^'\ M''yi''y''' 



M'^''y''\ \^y?'y'2'y''' 






»)+(*) 



y?Wx''\ 



M'x[''y''\ yy?'y^''y''' 



worin sich die oberen Indices 1, 2, 3 auf die Punkte Ci , Ca , C3 , d. h. auf 



die Nullpunkte der Function ys£y^ beziehen. Behalten wir daher die unter 

I., n., ni. des vorigen §. benutzte Bezeichnung bei, so ist unsere Aufgabe, 
die Function auf der linken Seite von (6.) zu bestimmen, gelöst, sobald 
wir folgende drei Verhältnisse ermittelt haben: 



/ff 



}M')yr'>4''>, }f^'y?':^\ M'y^^^' 



M'y?'4'\ }fx^'y?'^^'\ M"y^''^?' 



M'^yi'"'^^', M''y?'^?\ M''y?'z['' 



M'y?^^\'\ M^'yi'H['\ M^y['^i\'' 



M'y['':i?\ M''yP»?\ M'y?'4'^ 



M'^y?'s?\ M'^y'^''^^'', M'y?'4'' 



wenn (Ä) = (^x^ y, aj), (&') = {}'x2 yi a?) gerade Charakteristiken sind. 

Das Quadrat dieses Verhältnisses ist eine symmetrische Function 
der drei Punkte Cj, C?, C3 und lässt sich daher rational durch die CoSffi- 
cienten der cuhischen Gleichung ausdrücken, durch welche diese drei 
Punkte bestimmt sind. Man kann dabei auf folgende Weise verfahren: 

Nach §. 22 lassen sich vier lineare homogene Functionen ,u, , Vi , ^2 , v, 
so bestimmen, dass in den drei Punkten Ci, C2, C3 die drei Gleichungen 
befriedigt sind: 



^1 iyi = i^i «2 yi , ^2 |/y2 = i^^ «2 y% , 



22 
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mit deren Hülfe man für das Yerhältniss ^^ : J^ folgenden Ansdrnck 
erhält : 






u 



(t) 

1 1 















u 



(i) 






»2 






Der Quotient der beiden Determinanten in diesem Ausdruck ist gleich dem 
Quotienten der Functionaldeterminanten der beiden Systeme linearer Func- 
tionen /i2? ^2, «ij ,*^M ^1? *2 7 während man die Wurzelgrösse finden kann^ 

wenn man in der cubischen Gleichung für die Ci, C2, C, einmal * dann 

— , zuletzt — als Unbekannte einführt. Diese Gleichung erhält man 

durch Elimination von je einer der drei Veränderlichen aus der Gleichung 
ß<") = und der gegebenen Gleichung vierter Ordnung. 



n. 






ffi^V^i'\ i^ 



»PV«f\ ix 



yrV4^\ ix 



''x^H^^\ i/yP>y^'>ÄP> 



''x^^U^\ iy^y'^H^^^ 



''x^HT, iy'^'y'i'^^' 



wenn (A) = (/äi), (&') = (}/ä2) ungerade Charakteristiken sind. 

Es lassen sich hier wieder vier lineare homogene Functionen /^i, v^^ 
/fj, ^2 bestimmen, so dass in den Punkten C,, Cj, C3 die Gleichungen 
bestehen : 



^j iZx = T'^^l ^2 «2 ? /^2 V'ä2 = F^i^l X2 Äi , 

^1 /äi = yyi 92 Ä2 , v^iz-i = ]/yi ^2 »i , 



wodurch man erhält: 






a(3) 






(i) 









v 



y(3) 



„(0 



(3) 

1 9 



M^ 



»/('> 






was wie oben (I.) bestimmt werden kann. 
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m. -f 






1 ? 



^J,CO^(.)y 



|/yCO 0.0) yO) 



Vj,c^)a:P)j,p), ,V^>4'^>y.5^> 



z[yx^'\ |/yC3)^(3)j,c3)^ |/y^^^4^>y.i^^ 



/x<«>yP>9Ci)^ yyCi)^(i)yO)^ ^yi^^X^^^yi^^ 



yx^''y?'y?\ ^y'''x\^'y?\ Vy^'H^'y?' 
\M''~y?'yJ\ i/y^^"M'^yF\ i/7'^W 



wenn (&) = (}/ic) ungerade {k') = {^xyiyi) gerade ist 

Wie oben bestimmt man vier lineare Functionen fi^^ fi^^ v^^ ^2, so 
dass in Cj, C2, C3 die Gleichungen bestehen: 



a,|/a: = |/ya;,y,, ^il^yi = l/ojya?,, 



Uj |/x = ]/y (Tj 92 , ^2 1/92 = ixyx^ , 



wodurch man erhält: 



arO)x(2)a;(3) 



äO) aO) «(0 

«i ? ,**! ^ ,**2 

.(2) uP) 1,(2) 

»1 , ^l , ,€*2 



z 



(3) 

1 ? 



,(3) 



^r% m 



(3) 



^*' VyV^y^'^yW^yi'^y^,'^ 



X 



(0 



a? 



(2) 



vO), 



^(3) y(3) 






was wie oben zu bestimmen ist. 

Sonach können wir, indem wir die jetzt bestimmten constanten 

Factoren in die Bezeichnung yS2 mit aufnehmen, die Gleichung aufstellen: 



(9.) 






_ ^|A}(fr„ M7„ trj 






i5^j/c'|(M7p fr.„ ii?,) 



Hierin ist nach den bisherigen Erörteningen die Function auf der 
linken Seite als völlig bekannt zu betrachten bis auf das Vorzeichen. Das 
Quadrat dieser Function ist daher völlig eindeutig bestimmt und in der 
That kann dieses Quadrat auch rational dargestellt werden mit Hülfe 
von (7.), (7'.). 

Ebenso wie das Quadrat von (9.) können wir auch die folgende 
Gleichung in völlig eindeutiger Weise aufstellen: 



falls 



MO^ l/_ oviifo^i _ 



<»|A- ; (tr, , le;,, «^3) &{k^ \(u), , tr,, tr^) 



(*) + (*0 = (*') + (&;) 
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ist, denn unter dieser Voraussetzung kann die linke Seite von (10.) gleich- 
falls rational gemacht werden. Man gelangt zu dieser Bestimmung auf 
folgendem Wege: Haben ©j, f?2, ©3 dieselbe Bedeutung wie oben, so kann 
man nach §. 24 die Formel aufstellen: 



worin C eine bis auf das Vorzeichen bestimmte Constante ist Da aber 
die Function auf der rechten Seite von (11.) in Bezug auf die Punkte 
%9 ^, , ^2 , ^3 rational gemacht werden kann, (was in der That durch Multi- 

plication der die Functionen ]// darstellenden Determinanten leicht auszu- 
fahren ist), so kann auch das Vorzeichen von C eindeutig bestimmt werden, 
etwa dadurch dass man in (11.) (f?i , f?2 , ©3) ^ (0, 0, 0) werden, also die 
Punkte ^5 ^1 , ^2 , ?3 mit «, y zusammenfallen lässt, wobei freilich in manchen 
Fällen eine Differentiation nach einem der Punkte ^ nothwendig ist. Man 
kann in (11.) für t?i, ©27 «?3 statt der Werthe (0,0,0) auch ein beliebiges 
System zusammengehöriger halber Perioden setzen, wodurch man den 
gleichen Zweck erreicht. Es gelingt jedoch nicht in allen Fällen zu ver- 
meiden, dass eine der i^-Functionen in (11.) dabei verschwindet, so dass 
eine Differentiation nicht immer zu umgehen ist. Hat man auf diese Weise 
das Vorzeichen von C bestimmt, so lässt man die Punkte ^i, ^2, ^3 mit 
Ci, C2, C3 zusammenfallen, wodurch (t?i, ©2, «^3) in («?i + 2^i, «^2 + i^2, «?3 + }/^3) 
tibergeht, und die Function auf der rechten Seite von (11.) wird genau in 
derselben Weise bestimmt wie oben die Function auf der linken Seite 
von (6.). Man übersieht aber sofort, dass wenn man die unter L, H., IH. 
angegebenen Rechnungen hier wiederholt, die dort auftretenden Wurzel- 
grössen sich alle durch rationale Ausdrücke ersetzen lassen, so dass sich 
die Formel (10.) in völlig eindeutiger Weise aufstellen lässt. 



Wir gehen nun über zur Untersuchung der Wurzelfunctionen vierten 
Grades der übrigen Systeme. Diese, oder genauer gesagt, ihre Verhältnisse 
sind nach (4.) §.21 bestimmt durch folgende Formel: 



(12.) 1 / ■^( H)+(«3) _ ^WCW/i + JCT*) 



^ «)+(©) 
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wenn «?!, «r2, tc^ dieselbe Bedeutung haben wie oben, und |cö,, ^JöJj, ^m^ 
ein beliebiges System zusammengehöriger Viertel der Perioden ist. 

Wir gelangen zur algebraischen Bestimmung dieser Functionen, ge- 
stützt auf die vorangegangenen Untersuchungen durch Anwendung der 
Formeln des Additionstheorems. Es ergeben sich algebraische Darstel- 
lungen, in denen die Constanten einen transcendenten aber völlig eindeu- 
tigen AusdiTick haben. 

Wir wählen eine gerade Charakteristik (p) welche die Eigenschaft 
hat, dass auch (/>) + («>) gerade ist, und bestimmen zu dieser ein vollstän- 
diges System ungerader Charakteristiken (/?,), (A), (A), {ß*\ (ßi\ (Ä), {ßi\ 
Es sei dann: 

w=w=q::::). <ä)=q:;:i:). w=C:f^). 



' ' ^i 



(*)=(J;2;?;)' ^^-(^ü^' 



(13.) »\p\ »\p+Si\ ^'{Ä|(«,,+iSJ,) = e-'*"-+*-+»"^>;£ e.-^'!&+Ä|a®*)^!p+ö>+ÄK«P»)*l/'+Äl(«'*), 



Man erhält ans der Formel IV. §. 5 (p. 37) : 
wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 



(14.) €, = e' 
Setzt man daher in gleicher Weise 

so folgt mit Hülfe von (13.): 



«=/ 






»=<) 



Indem wir uns also der eindeutig bestimmten Formel (10.) bedienen, können 
wir in Folge von (16.) und (12.) setzen: 



(17.) )/s^^y =. £*.*^ift+/?.Kiö'*)>^<r"''-ßS:/'\ 



wodurch die sämmtlichen Wurzelfunctionen vierten Grades in völlig ein- 
deutiger Weise bestimmt sind. Aus (12.) ergiebt sich die nunmehr auch 
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eindeutig bestimmte Formel 



(18.) 




^'W\(w, + im,) 



§. 26. Das Umkehrproblem. 

Die Resultate des vorigen §. führen nun zu einer sehr eleganten 
Lösung des Umkehrproblems, wodurch dasselbe unter einen wesentlich 
neuen Gesichtspunkt gebracht wird, der, wie es mir scheint für diesen 
allgemeinen Fall der naturgemässe ist. 

Wir erinnern an die Aufgabe: 

Sind €?! , ©2 7 <?3 beliebig gegebene Grössen, so sollen die Punkte ^1,^2? ^3 
aus der Congruenz bestimmt werden: 

(1.) (r, , »2 , C3) = ^JiJ^^^^^^J^^'^^^'^j'^^^i' 

yx ya yi 

Die unteren Grenzpunkte ^1,^2, ^3 können irgend welche sein, und wegen 
des Additionstheorems beschränken wir die Aufgabe nicht, wenn wir dafür 
irgend passende besondere Punkte wählen. • 

Wir lassen zunächst, jedoch nur vorläufig, diese Punkte zusammen- 
fallen mit den Punkten c["\ c^*^\ cf^ (§§. 12, 18) und setzen demgemäss: 

(2.) («i, ©;,<?;) = ^^j^^^^j^^^'^f^^'^^^ 

coo ^^ cy^) 

Die Punkte cj"\ c^"\ cf^ waren definirt als die 0-Punkte einer Wurzel- 
function zweiter Ordnung und zweiten Grades y' ?P^^^\ die ihren vierten 0-Punkt 

im 0-Punkt y einer Abelschen Function ^q hat, welch letztere ausserdem 
in € verschwindet, und deren Charakteristik der Bedingung entspricht 
(|/ ^00) == (^^qy Unter diesen Voraussetzungen können wir das Umkehr- 
problem auffassen als die Aufgabe der Auflösung der transcendenten 
Gleichung 

(3.) 9{f^'du,^t>]) = 0, 

e 

worin der Punkt ^ als die Unbekannte erscheint und welche, wie wir 
wissen, nur die drei Auflösungen Cn ^2, ^3 zulässt. Ohne Weiteres lässt 
sich die Gleichung (3.) nicht auf eine algebraische zurückfllhren, wohl 
aber durch folgenden einfachen Kunstgriff: 
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Wir nehmen statt der Grleichung (3.) die andere: 

(4.) »(/^du,.-Ky(/'du,-f>:+iiS,) = 0, 

in welcher jcöi, 4ö>2 7 ^"^3 irgend ein System zusammengehöriger halber 
Perioden bedeutet. Die Gleichung (4.) liefert allerdings sechs Punkte als 
Auflösungen, unter denen die drei gesuchten .enthalten sind. Wir können 
diese von den drei anderen neu eingeführten absondern, wenn wir die 
Gleichung (4.) fUr zwei verschiedene Systeme ^tö^ aufstellen und die ge- 
meinschaftlichen Wurzeln der so gebildeten beiden Gleichungen aufsuchen. 
Es ergeben sich auf diese Weise 64 Gleichungen, von denen zwei belie- 
bige zur Lösung des Problems ausreichen. 

Diese 64 Gleichungen können algebraisch gemacht werden mit Hülfe 
des Additionstheorems der ^'-Functionen, 

Zu diesem Zweck zerlegen wir die Argumente der i9-Functionen (4.) 
in folgender Weise, indem wir den tr,, «r^, w^ dieselbe Bedeutung lassen 
wie im vorigen §., nämlich: 

(5.) (tri , i/?2 , «Ta) = (|(y ''^«'A + iy '^^a))? 

e y 

J^dUn'-t>K = ('^A + iö^A)~(i/''rfwÄ + rl + ieö^), 

(6-) \ r^ ' / \, . 

y r 

80 dass wir auf die Gleichung (4.) die Formel I. §. 5 p. 35 anwenden 
können. Ist (p) eine beliebige gerade Charakteristik und (/?i), (/Jj), (ß^ 
(ß*\ {ßb)i (ß(di ißi) ^^^ zu dieser gehöriges vollständiges System ungerader 
Charakteristiken, und 

SO geht hiernach die Gleichung (4.) mit Unterdrückung des constanten 
Factors S''^\p\ in folgende über: 

y 
(Es hindert nichts, (/)) = (0) anzunehmen, wodurch diese Formel sich noch 
etwas vereinfacht.) Wir betrachten zunächst die Argumente der zweiten 
Factoren, die wir jetzt ausführlicher so schreiben: 

Weber, Abelsche Functionen. 23 
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(8.) (\{i/'du,+f^du,+/''du,+/^ . 

r cC'o c<,") cjo 

Diese lassen sich auf folgende merkwürdige Weise transformiren. 

4 

Es bezeichne yi2{**\ die im vorigen §./ schon betrachtete Wurzel- 

function vierten Grades und Cj, C2, C^ ihre 0-Punkte. Diese letzteren 
können nach der Formel (9.) §. 25 auch erklärt werden als die 0-Punkte 
der Function 

e y 

und daraus ergiebt sich sofort die Congruenz 

(9.) (;(i/ rfe^,)) = (j(/ ^du,^f 'du,+J 'du,)), 

woraus man erhält: 

(10.) i;,f^\f'du,+fdu,^f'du,+ßdu;))^i}<^f^^^^^ 

y c^l>) cj') C("> ^' ^» ^ 

Diese Congruenz legt den Gedanken nahe, in dem Umkehrproblem die 
Punkte Ci, C2, C3 als untere Grenzen einzuführen, so dass aus dem schliess- 
Uchen Resultat die Punkte c?'\ c^"\ cf^ ganz fortfallen. Sind daher jetzt 
f?i, €>2, «3 die unabhängigen Variablen des Umkehrproblems, so setzen wir: 

(11.) (r,,t?2,<?3) = i}J^ f 'dut,+jdUt,-{ P'dui^ , 

C\ C/| C-j 

wodurch die Gleichung (7.) in folgende übergeht: 

(12.) ■ = lVl)^'''^'*'^^|ÄK«^A+ieöJ^^|/3,+pi( 



Unsere Aufgabe ist daher gelöst, wenn wir für die Verhältnisfee der Func- 
tionen ^'^\ßi\(u>f,-\-\iXi^ die im vorigen §. unter (17.), (18.) (9.) aufgestellten 
algebraischen Ausdrücke setzen. Dadurch erhalten wir die 64 gesuchten 
Gleichungen (und zwar jede in mannigfaltigen Foimen.) 



(13.) = l:(-i)^""''"^'lA+p|(«*+iö>*)»/ß;ff)+(.,, 

wo die Functionen |/i2 durch die Betrachtungen des vorigen §. algebraisch 
völlig bestimmt sind. Zwei von diesen Gleichungen (13.) genügen, um zu- 
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sammen mit der gegebenen Gleichung vierter Ordnung oder einer Gleichung 
von der Form: 



(14.) yx,§r + ]^x,S2 + ]^xJ, = 

das Umkehrproblem zu lösen. Diese Gleichungen können alle rational 
gemacht werden, und man hat dann die Aufgabe, aus drei homogenen 
Gleichungen mit drei Unbekannten, von denen man weiss, dass sie drei und 
nur drei Lösungen zulassen, die Werthe der Verhältnisse der Unbekannten 
zu bestimmen, was auf eine cubische Gleichung führt. 

Am einfachsten wird die Sache, wenn man zwei Gleichungen (13.) 
mit den Charakteristiken (tö), (ö)') so auswählt, dass: 

ungerade sind. Diese Gleichungen werden nämlich durch Multiplication 

mit }^p resp. yp' rational und nur von der zweiten Ordnung. 

Das ganze Verfahren wird durch die geometrische Deutung noch 
anschaulicher. Man bildet die Gleichungen zweier Curven dritter Ordnung 
welche die gegebene Curve vierter Ordnung in den gesuchten Punkten 
und in je drei anderen Punkten berühren. Die sechs Berührungspunkte 
jeder dieser Curven liegen auf einem Kegelschnitt, und demnach verlangt 
die Lösung des Umkehrproblems die Aufsuchung der vier Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte, von denen drei auf der gegebenen Curve vierter 
Ordnung liegen. 

Die Coefficienten in den Gleichungen dieser Kegelschnitte sind die 
Quadrate von ^-Functionen, deren Argumente die Variablen des Umkehr- 
problems sind, vermehrt um ganz bestimmte Systeme zusammengehöriger 
Viertel der Perioden. 



Berichtigung. 
Seite 158 Zeile 4 v. u. I. §. 2. statt §. 6. 
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Tafel L 



Die 63 Gruppen ungerader Charakteristiken. 

Die Tafel ist zur besseren Uebersicht nach einem leicht ersichtlichen Prinzip in acht Theile getheilt. 
der ersten Colonne stehen die Grnppencharakteristiken. Die Paare sind durch Doppelstriche 

von einander getrennt. 
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Tafel IL 

Die vollständigen Systeme ungerader Charakteristiken. 

Enthält zu jeder geraden Charakteristik (p) ein vollständiges System ungerader Charakteristiken (ßh) 

wobei immer (/^i) = (iii) angenommen ist. 
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Tafel IIL 

Enthält für jede gerade Charakteristik {p) eine Zerlegung in drei ungerade, zugleich xnit den Gnippen, in 
welehen letztere unge paart vorkommen, sodass: (/>) = («i)-{-(«j)-h(«3); («i+.^i) = («3+/*2)^(«s4-W = (^)* 

Auch hier ist («,) = (..-.) angenommen: 
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